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I. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ и ОПРЕДЕЛЕНИЯ. 

1. КРИСТАЛЛИЧЕСКОЕ ВЕЩЕСТВО. 

Все явлешя природы, доступные наблюдению человека, 
совершаются внутри некоторых материальных тел. Всякое 
к материальное тело можно исследовать с различных точек 
! зрения. В зависимости от того, с какой точки зрения про¬ 
изведено исследование ряда различных материа.іьных тел, 
получается онределенная группировка данного ряда объектов 
исследования. В виду этого, один и тот же ряд материа.іьных 
объектов может быть разделен на различные грунпы в за¬ 
висимости от того, какие приняты признаки различия между 
I телами исаіедуемого ряда. Установление признаков раз- 
’ личия между грунііами нринятой классификации зависит в 
: свою очередь от той точки зрения, с которой производится 
I исаіедование материальных тел. 

Исследование материа.?іьных тел с точки зрения их со- 
: става, приводящее к разложению данного тела на каче- 
; ствепно различные составные части, служит предметом изу¬ 
чения химии. Исаіедование материальных тел с точки 
; зрения их некоторых физических свойств, а именно объема, 
формы и сопротивления механическим воздействиям, при- 
[ водит к учению о так называемых аггрегатпых состояниях 
I веиі;ества, причем изучение таких состояний относится к 
: области физики. 

В физике, как известно, различаются три аггрегатных со- 
( стояния вещества: 1) газообра.зное, 2) жидкое и 3) твердое. 

Все эти состояния могут быть определены па основании 
; различия в объеме, форме и недвижности данного венщства 

Еслп данное вещесчно не имеет определенного объема и 
• формы и обладает высокой степенью подвижности, то такое 
I вепщство па:зываетсл газом. Об^ем газа в точности равен 
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общему ТОГО сосуда, е котором он іюіпеіцаетсл. Если усп^іѵ 
нить содержаищй газ сосуд, то і\ап, в виду своей іш;івнж- 
БОСТ0, будет стремБТьсл занять пеогралитевпо болыііой об'ем. 

Жидким называется такое состояние нещеетна, нрн ко- 
а’ором это БсвіестБО занимает оііі)еделепЕМй об^ем, но не 
имеет ОЕіределепной формы, В виду этого лшдкость, нали¬ 
тая в некоторый сосуд, принимает форму этого сосуда, со¬ 
храняя онредедешшй, ностолнный при данных условиях 
об'ем, вне завнседшстн от формы сосуда, в котором она на¬ 
ходится. Жидкость обладает, ішобіде говоря, гораздо мень¬ 
шей подвижностью 110 сравненжо с газом и на иоверхности 
разграничения даппой жидкое™ и окруяѵаюідей ее среды 
развиваются особые силы зюверхносіиого нагяисения» Ио- 
верхность жидкости, имеютдей меньишй об'едг, ио сравнению 
с объемом содержащего ее сосуда, в спокойпом состоянии 
является в болыпей своей части, лрн достаточно большом 
сосуде, поверхяостыр уровня даЕіной эюстлоста. 

Твердым н^чішается такое состояние веіцества, нри ко¬ 
тором данное сохраняет ее только постоянный 

об’ем, по и постсхянну ю і}ійрму, не зависящую от с[юрмы окру- 
яіающей средыѵ' Ташм'образом, поверхность твердого тела 
является постоянной при оиредаіениых условиях и сама 
определяет грапіщу данного і’вердого веищетва. 

Каждое данное вещество, вне зависимости от его состоя¬ 
ния, мояіно рассматривать как некоторую среду, в которой 
иронсходят те или другие явлеішл. Если рассматривать 
данное материальпое тело как некоторую среду, то д.ія ха¬ 
рактеристики данной среды необходимо знать ее ^[іизическне 
свойст ва. Так как эти свойства находятся в неносредствеиной 
зависимости от вдутрешіего строения данной среды, то всегда 
возможно определить евойства среды, зная ее структуру и 
наоборот, 

ТакИхМ образом, мы можем рассмсттривать п іаассні|шдп- 
ровать материал шше тела с точки зрения их внуі реи него 
строения и вызываемых им определенных свойств, Рас- 
сматриііая данпое физическое тело как оіпіеделенпую среду, 
необходимо ввести новлтие об однородности или неодноро¬ 
дности данной среды- 
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Различаются два вида однородности: химическая и физичес¬ 
кая. Хпмически-одпородиьім ве 1 цество^ч, или химически-. 
одиородііой средоо, называе^гся такое вещество, которое имеет 
во всех своих частях один и тот же хп^шческий состав. 
<1>н:шческп-одпородным веществом называе'гся такое химп- 
чески-однородное вещество, которое во всех своих частях 
имеет одинаковые физические свойства в параллельных напра¬ 
влениях. Возьмем впутрп данноіч) ())пзическп-однородиого 
вещества какую-нибудь точку а и будем производить иссле¬ 
дование ироявления какого-нибудь определенного фп:шче- 
ского свойства, иринимая точку а за исходный пункт для та¬ 
кого псследоваиия. Исходя из точки а, мы можем произвести 
псследованпе данного физического свойства ио самым разно¬ 
образным направлениям и получить соответственные вели¬ 
чины, выражающие данное физическое свойство. Если такие 
величины будут совершенно одинаковы, вне зависимости от 
того, но какому направлению мы исследуем данное физиче¬ 
ское свойство, то зіы будем иметь дело с веществом „изо- 
троииым'^ для данного (1)и:зического свойства. Если же выра¬ 
жение данного (})пзнческого свойства будет мепяті.ся в зави¬ 
симости от того, но какому наиравлеиню мы исследуем в.зятое 
нами вещество, то ото вещество будет „анп:зотроиным^‘ ;ідя 
данного физического свойства. 

Физпчески-однородиые вещества, изотропные но отношению 
ко всем физическим свойствам, называются гомогенными изо¬ 
тропными веществами. Если физическп-однородиое вещество 
аишштропно ио отношению к какому-нибудь физическому 
свойству, то такое вещество носит название гомогенного 
аип:ютроипого вещества. Гомогенное анизотропное вещество 
называется также кристаллическим веществом, а гомогенная 
анизотропия иногда получает название крпста.ілической 
однородности. 

Анизотропия кристаллического вещества может проявляться 
или ио отношению ко всем или только к некоторым фи:зи- 
ческим свойствам. Вообще говоря, кристаллическое вещество 
може'г быть изотропным но отношению к целой группе физи¬ 
ческих свойств, но не может существовать кристалла, который 
был бы действительно изотропным ио отношению ко всем 
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Рис. 1. 


физическим сіюйсі’вам. ♦Можно задать себе вопрос: каким 
образом согласовать иоплтпе об одпородпостп веиі.ества с его 
анизотропией. К самом деле, ио ириведеииому выше опре¬ 
делению гомогепиое однородное вещество должно нролвлять 
одинаковые свойства в каждой своей части, а в то же время 
в анизотропном веществе физические свойства меняются в 
зависимости от направления. Для того, чтобы оба эти явле¬ 
ния, т. е. анизотропия и однородность, могли существовать 
совместно, необходимо, чтобы в гомогенном анизотропном ве- 
іцестве проявлеиие каждого физического 
свойства в параллельных направлениях 
^ было одинаково. Таким образом, ес-чп мы 
' ' возьмем внутри крпста.ілнческого вещества 
две точки а и (рис. 1) то, исачедуя какое- 
нибудь физическое свойство по нап])авлопию 
аЬ и найдем сове])шепно одипаковые 
выражения этого свойства, ес.іи только аЬ параллельно а^Ь^. 

Ес.іи мы изобразим каиідую велпчпиу, выражающую данное 
физическое свойство но определенному папршиению аЪ, не¬ 
которым отрезком нрямой аЬ, то, приняв за исходный пункт 
точку а п исачедуя определенное фп:шческое свойство в 
различных нанравлениях, мы получим пучек отрезков прямых 
ра:зличиых длин, причем каждый такой отрезок будет иметь 
начало в точке а. Такие отрезки, выражаюпще определенные 
свойства и имеющие опреле.іенную ве.іичину и направлен по, 
называются векторами. Іхаждый веіггор имеет началілую п 
конечную точку, причем в пашем примере начаіьной точкой 
,дія всех векторов будет точка а. Соединив конечные точки 
всех векторов, получим некоторую иоверхпость, выражающую 
проявление данного физического свойства в нсаіедуемом ве¬ 
ществе. 

Если исс-іедуемое вещество изотропно, то всякая поверх¬ 
ность, взятая для какого угодно физического свойства, будет 
шаром. В анизотропных веществах подобные поверхности, 
построенные путем соедпнення концов вектоі)ОВ, уже не бу¬ 
дут шарами, а будут ліредставлять собою некоторую поверх¬ 
ность ТОГО или друго вида в зависимости от того, какое фи¬ 
зическое свойство было взято для исс.іедования. В впду 
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ЭТОГО, разлпчпые направления, илп векторы, в гомогенном ани- 
ізотронном веиі,естве, вообще говоря, уже не будут’ одапаковы. 
’Такп^і образом, мы можем сказать, что каждое гомогенное ани- 
«зотроііное вещество обладает векториатьпым строением, иод- 
кразумевая под этим то, чтю в таком веществе всегда можно 
отличить друг от друга раатичпые направления, на основании 
•псс.іедовапия оиределенных физичпских свойста данного ве- 
іпщства. 

Это основное положение есть обище выражение тех факти- 
«ческих данных, которые гімеются в пашем расиоі)яжеіігіи. Мы 
пока только констатируем общий факт, характеризующий каж- 
•дос кристаллическое вещество, которое всегда однородно и 
1 анизотропно ио отношению хотя бы к яекотт)рым физичес¬ 
ким свойствам. 

Ыа основании принятой в пастояш,ее время атомистичес¬ 
кой теории строения веищства необходимо нризнать, что каж¬ 
дое материаіьное тело состоит из мельчайших частиц-атомов, 
находящихся па некоторых расстояниях друг от друга. Эти 
расстояния, или так называемые междуатомные иромежугки, 
во много раз цревышают размеры самих атомов. 

Совершенно не входя в рассмотрение того, как построены 
атомы и что они собою нредставляют, можно принять каждый 
атом за материальную точку и, сделав такое донуищние, 
получить целый ряд выводов, находящихся в полном согласии 
с наблюдаемыми факі’ами. Прежде всего, из атомистической 
теория мы можем сделать тот вывод, что внутри каждого 
материального тела имеются по существу совершенно раз¬ 
личные участки: матернаіьные точки-атомы и междуатомные 
промежутки. Кроме того, если данное вещество состоит из 
различных атомов, соединенных друг с другом в молекулы, 
то мы можем различать внутри и вне-молекулярные участки 
данной материальной среды. 

Таким образом, на основании самой сущности атомисти¬ 
ческой теории можно утверждать, что такого материального 
тела, которое имело бы полную однородность во всех точках 
вообще существовать не может. Однако, в виду чрезвычайно 
маіых размеров расстояний меаду атомами мы практически 
можем рассматривать данное материальное тело как одно- 
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родБуіо Среду, если только это тело удоилетаоряет ігриведеп- 
ным выше уаиоішяіі химической влш физической одпородиости. 
Если отдельные ^юлекулы данного тела настолько мало свя¬ 
заны д]>уг е другойі, что их взаиміюе расіголожсние может 
быть самым различным, то мы, вообгце говоря, ирактическн 
получаем все свойства,хараатеризу ю нще гомогенное пзотроппое 
веіцество, так как апязотроипя отдельных мельчайших участ¬ 
ков такого веіаесгва не может быть констатироваиа обыч¬ 
ными методами исс^юдовании. І'аком обііазом, гомогенное изо¬ 
тропное вещество, С точки зрения его строения, будет иметь 
беспорядочное распределение твердых частиц. Еаін іке взаим¬ 
ное і)асііоложение твердых частиц в данном теле будет иметь 
определенный строгий порядок, то впутрегшля анпзотроггия 
среды должна будет так или иначе нролвиться при іісаіедо- 
ваішн того или другого физического свойства и мы получим 
ясно выраженную гомогенную'анизотропную среду, или крис¬ 
таллическое веш.ество. Так как анизотропия ироявляетея 
главиым образом в твердых телах, то, вообще, кристалличес¬ 
ким индивидуумом или кристаллом будет всякое тве])дое гомо¬ 
генное анизот|юиное тело, обладающее кристаллической одно¬ 
родностью и Быделягоідееся из лшдкой или газообразной 
среды в вид,е выпуклого ^шогогранника определенной форумы, 
не зависящей от формы округкаювщй среды. 

Название криста^м нропсходгіт от греческого стш х^ѵбші- 
Яо^, Это слово впервые встречается у Гомера, причем у иего 
оно обозначает ікелезо, Позднее Платон нача,т нішменять на- 
звание кристалл к очен распространенному минера,! у кварцу 
или горному хрусталю» Самое слово „х])устдль“ тоже нред- 
ставляет собою испорченное греческое — кішстахг. В средние 
века, начиная с Альберта Магнуса (у 1280 г.), крис'гал- 
лами стали называть минералы, имеющие определенную при¬ 
родную форму. И, Кеплер (1571—16Б0) называл крпстаі- 
лаіш твердые веи^естеа, имеющие природную форму, наио- 
минающ,ую правильыый многогранник. Таким образом, об- 
равщясь к истории, мы видим ностепенеую эволюцию зна¬ 
чения слова кристалл, вилоть до совремеиного понятия о 
крпстаіле, данного выше. 



Предмет пзучеаня кристаллографии 


9 


2. ПРЕДМЕТ ИЗУЧЕНИЯ КРИСТАЛЛОГРАФИИ. 

Кристаллографщя есть наука, заеаяающаяся нвучением фи¬ 
зических свойств кристаллического веіцеетва и иселедованиен 
его внутреыиего строения* В виду этого, кристаллеграфиго 
можно рассматривать как часть физики. Выделение этой 
части ((>йзпки в особун) научную дисциплину вполне рацио¬ 
нально в виду того, ч'[‘о саічые объекты крксталлографии — 
крнста.оы требуют своеобразных методов исследования, а те 
закоиомерпости, которые установлены этой наукой, имеют 
совериіеино специальны а характер. Бнрочем, благодаря исто¬ 
рическому ходу развития криста^оографии, ее связь с физи¬ 
кой никогда не была установѵіена прочно, в виду того, что 
до самого иоследиего времени кристаллография имела самую 
тесиую связь с минермогией. Такая связь будет вполне 
ііонятиа, еали толі>ко принять во внимание, что каждому 
минералогу знание криста-члографии совершенно необходимо. 
Б самом деле, почти каждый минера.^, образовавшись в виде 
определенного физического индивидуума, иредставляет собою 
кристаллн ческое веіцество , а изу чеішеас кристачілического 
вещества и занимается криста^чло графин. Греческое слово 
„кристаллография" обозначает собственно описание крис- 
та,ілов, т, 6. некоторую область знания, которая должна бы 
содержать в себе онисание различных кристаллических иидн- 
виду умов, или кристаллов. Как мы уже видели, в настоя¬ 
щее время красталлогра(1)іія очень даіеко отошла от такой 
описательной задачи и перешла в разряд паук точного, мате¬ 
матически обоснованно [’о характера. В виду этого, самое 
название „кристаллография" имеет только истораческое зна¬ 
чение, указывая па содержание этой науки при ее возиик- 
новенип. Для того, чтобы охарактеризовать современное со- 
держанне этой науки было бы гораздо правильнее назвать 
ее кристіг.іЛОі’нозией. 

Кристао:лографня лшжет быть разделена на две почти рав¬ 
ные части: 1) Геометрическую нлн математическую криста.іло- 
грші)ию н 2) Физическую кристВч^лографию. Геометрическая 
кр 0 ета*тлогра(})ия занимается установлеенем тех закономер¬ 
ностей, которые могут быть обяаруяіенц при исследовании 
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кристаллической однородеостЕ н весішіей (І)ормы кристаллп- 
чеекого пидиіщдуума, а также изучелие^і внутреннего строе¬ 
ния крнстіылитеекога ве[дества* Физическая кристал; 10 графил 
заниишется изучением проявления различных физических 
СВОЙСТВ (кроме внегиней (рормы) в аиизоі'ропной гомогенной 
среде. Как только что было уііомяіітго, геомечдзическая кри¬ 
сталлография ирелде всего занимается изучением в не іи л ей 
формы к])нста.іла, или криета.ллического иітдпішдуума. Эта 
влеиніяя форма представляет собою оігределеигіый выиуіаый 
маогограшівк, причем каждое данное крпста^іличесіше ве¬ 
щество имеет особую, характерную для него внеііпіюю форму, 
Из этого (ракта мы мол^ем заключить, что виеитяя (рорма 
кристалла, образу Юідегоея и виде особого выиуіи'іого много¬ 
гранника ие представляет собою чего-нибудь случайного. 
Эта форма еіужпт соверіиеино определенным выражением 
тех внутрениах свойств, которыми хаі)актернзуется данігое 
крпстіытческое вещество, В виду этого мы дал жіп.і рассмат))и- 
вать кристаллический мЕШгограпБпк, как одно из физических 
явлений, тесно связанных с выутрепиим строением данного 
криеталлическоі^о волщства, Вообищ, в ісаждом миогогі)аоттке, 
как в чисто геоііетрическом, так и в кристаллическом, мы 
можем различать разнородные его части, котоі)ые носят на¬ 
звание элементов многогранника. Такими элемеитамп будут: 
і) плоскости ограішчеопя — грани, 2} линии лересечеиия двух 
граней — ребра многог{)апника, $) точки пересечения несколь¬ 
ких граней и ребер — вершины многогранника и, наконец, 
4^ угловые элементы — углы между гранями и углы между 
ребрами мпогограыника, 

3. ЗАКОН НОСТОПНСТВА УГЛОВЫХ ОТНОШЕНИЙ, 

В сочинении „Не воІіЯо ініег воіісінш паіигаіііег сопіепіо^ 
изданиом во Флоренции в 1669 іѵ, датский ісрЕСталдограф 
Николай Стенсен (Стеоои) (1631 — 1686) впервые точно и 
определенно установм один из освовных законов кристалло¬ 
графии, а именно закон постоянства велнчйн углов между 
гранями кристаллов одного и того же вещества На осно¬ 
вании этого закона во время роста крнетаіла углы кристал- 
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лического мпогограпппка пе меняются, несмотря па то, что 
размеры граней могут претерпевать самые различные измене¬ 
ния. Таким образом, кристаллические многогранники с раз¬ 
личной величиной II фор^іой плоскостей ограничения, по с 
олнпаковыми углами между ними — по суиі;еству равнозначны. 

Закон Стенона имеет чисто опытную основу. Он был вы¬ 
веден из целого ряда наблюдений и представляет собою про¬ 
стое обобщение известных фактов. Этот закон в то а;е время 
имеет исключительную важность для выяснения вопроса о 
природе и сущносч’и кристаллического вещества, так как на 
основании закона Стенопа мы можем установить те элементы 
криста-ілического многогранника, которые являются для него 
постоянными и харак'герными. Эти элементы — углы. Таким 
образом, на основании закона Стенопа мы можем ка:кдый 
кристаллический многограпнпк преобразовать в равнозначный 
ему по существу многогранник, передвигая грани данного 
многогранника параллельно самим себе. При таком пере¬ 
движении граней не будут меняться не только углы между 
гранями, но и углы между ребрами кристаллического много¬ 
гранника. В самом деле, изменив углы между ребрами, мы 
непременно тем самым изменим углы меліду гранями и нао¬ 
борот. Таким образом, закону постоянства гііанных углов, 
открытому Стенопом, можно придать более общую форму и 
выразить его следующим образом: 

Из всех величин, относящихся к элементам кристалличес¬ 
кого многогранника, постоянными, характерными для данного 
вещества являются угловые соотношения, т. е. углы между 
однородными пли разнородными элементами многограннпка. 
Все линейные размеры элементов крпстіиілического много¬ 
гранника, а также величина его поверхности и об’ем несу¬ 
щественны для характеристики данного вещества. 

Попробуем отдать себе отчет в том, нри каких условиях мог 
быть установлен закон Стенона, или, другими слова.ми, поста¬ 
раемся выяснить те условия, при которых возможно было подме¬ 
тить най^хеипую Стеноном закономерность. Если вдуматься в 
сущность закона Стенона, то мы легко увидим, что закон по¬ 
стоянства угловых отношений в крпсчхътическом многогран¬ 
нике нредполагает существование соверіненно определенного 
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циіаа явлений, характеризуюищх кристаллы одного ц того 
же веиі,еетіш> В самом деле, для того, тгобы гіОіі:!ііетптіі устаг^ 
иовлеипую Степодом ваішиомеітостц гіеобхолпмо было нмоті 
целый ]>лд крисіѵъллов одннакового химического состапа, об^ 
ладаюлщх одинаковыми уіловымд соотиоиіеітшіи. Такое 
именно явление и наблюдается в дейстіштеліл[{}сти. Каяѵдое 
химически ипднішдуа.іьиое вещество, образуя крпстмлы, іі[Юі 
являет свойство давать одиііаковме кристаллическпс много- 
граниикп, если только физическое и химпмеекпе фтпоры, 
действуюгіще в той среде, где міюисхолит процесс ЕрпстаЛ’; 
лпзации, т* е* образования и роста кристалла, не очень сильно] 
от’шчагася при ооі)азовашш различных Е]>псталлическнх ліь 
дпвидуумов. Таким образом, іііш более нлд менее однообраз^ 
пых уатовиях крпетішизации, данное всліество выделится 
нз определенной кристаллизационной среды в виде одного 
нлн нескольких кристаллических индивидуумов, представ^і 
ляюіцнх собою криста.!. іы почти одинаковой формы, с оди¬ 
наковым количеством граней л с одинаковыми угловыми 
шотдоіііегішімн. Так как условия образования рааіпчпыХ 
криста.ілнческнх индивидуумов в ^цшной к]шсталлизациониой 
среде все время должны менятьсіг но самому существу лро- 
цесса крис'ыилнзацпн, то мы можем вывести заклкяіенпе, чтр 
при этом процессе частичное изменение свойств среды нмс^ет 
сравнительно гіеболілное влияние на получаемый резу.мл'ят, 
а главную роль иі^ают те внггреніше сп;іы, котоіше дейстн 
вуют между частицами, образуюищмд кристіил даішого ве- 
іцества. 

Таким образом, из самой возможности устаповлеЕИЯ закона 
Стенопа мы можем заключить об одном чрезвычайно важиом 
явлении, пабліодаюні^емся в к])ист^илическом веіцестве, Этй 
™ олределенное постоянство ()юрми крпстатлических многое 
гранникоБ одного и того же хнмическоі’о состава, выра-^ 
жаіощесся в том, что при более или менее близких уело* 
ваях кристаиизацни данное венщетво выделяется в кри- 
стжтлах с одними и теми же гранями. 

На ошованнп закона Стенопа мм можем нзменлть внеш¬ 
ний вид кі)пстахтгеческого мііогогралиика путем ііередвнжепня 
его граией п ребер шграілельно самим себе, нисколько не 
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нарушая строения такого миогограппика (рис. 2). При пара.і- 
лежьпт перемещении граней и ребер мы в сунщости будем 
производить то же самое, ято про- 
исходиг при росте криста^ма. Это 
вполне созпаваі и Степок, кото¬ 
рый указаі на характер образова- 
НЕЯ и роста кристаллов пугем по¬ 
слойного на^южеиия яастнц. 

На основании возмонсности ігарал- 
леіі.ЕОГО перемеіаения граней п 
ребер кристалла без наруаюпия 
его вііутреішего строепия, легко 
БвдестЕ одно чрезвычайно важное 
свойство кристаллических миого- 
грапппков — возможность установ¬ 
ления вх сіоіметричпостж в том 
случае, если в данном многограннике 
имеете}! .тва или несколько однпаковых углов между гранями 
или ребрами. Такие многогранники, нмеюкгие равные угловые 
величины, могуг быть вполне заменены идеальными геоме¬ 
трическими много гран пика МН с однообразным развитием равных 
друг другу граней. Еаіи мы заменим реалілыі кристалл идеал ь^ 
Бым геометрическим эіиогограпииком с равномерным развитием 
равных частей, то после такой замены мы ]ііОм;ем в некоторых 
случаях получить снмзіетрическпй мпогогранепк, причем для 
изучения таких мпогограныиков пам необходимо будет ознако¬ 
миться с основными началами учепЕЯ о симметрии, играющими 
чрезвнчайпо важную роль в геометричеекой кристаілографип 



II. ИАЧАІА УЧЕНИЯ О СИММЕТРИИ. 

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ В 
УЧЕНИИ О СИММЕТРИИ. 

Дня ііыяспеііия и развития начал учения о симметрии 
необходимо ііреяаде всего самое строгое и точное устано- 
в.геаде самого попятил „симметрия". В обиіежитви слово 
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симметрия употребляется для обозначеиия иовторяемости 
некоторых предметов, расположенных в определенном по¬ 
рядке. Так, например, говорят о сиі^іметритной расстановке 
мебели, когда имеется несколько одинаковых предметов 
обстановки, расположенных более или менее одинаково ио 
отношению к некоторым иредметам. Таким образом, в обыч¬ 
ном нониманнн, симметрия заключает в себе два предста¬ 
вления: 1) представление о иовторяемости одинаковых пред¬ 
метов и 2) представление об определенном расноложенпи 
таких предметов. Если мы говоіпім о симметрии какого- 
нибудь предмета, то ото обозначает, что данный и])едмет 
состоит из нескольких равных частей. Такое і)авеііство частей 
іі 1 )едмета может заключаться или том, что равные частя 
данного пространственного тела можно непосредсчвенно со¬ 
вместить д])уг с другом, Н. 1 П в том, что одна часть предмета 
совмещается с зеркальным изображением друі'ой его части. 
Таким образом, в понятии о симметрии имеетоі двойственность, 
которую, впрочем, можно легко устранить, сделав более обиі.ее 
и точное определение самого понятия „симметрия^. 

Представим себе несколько сове])шенно одинаковых пред¬ 
метов, наиримеі), несколі.ко одинаковых шаров, сделанных 
из одного и того же материала. Если число этих шаров 
будет 2 н, где п — некоторое целое чис.іо, то мы можем 
расположить все наіпи шары іі двух группах, причем каждая 
такая гі)уппа будет содержать п шаров. Е(*ли мы отметим 
каждый шар первой группы особым значком и таким же 
значком отме'гнм один из піаров второй і^рупиы, то кая;- 
дому шару первой группы будет соответствоватіі один шар 
второй группы, отмеченный тем ;ке значком. Таким образом, 
для кіикдого шара первой грунны мы будем иметь только 
один соответственный ему шар во второй груііие. Проделав 
такую операцию со всеми шарами, мы установим так назы¬ 
ваемое взаимно-однозначное соответствие между шарами не))- • 
вой и второй группы. Росиоложение соответственных шаров і 
в двух гі)уппах может быті,, вообще говоря, совершенно раз- * 
лично. Однако, мы можем расположит]. ша])Ы второй группы 
так, чтобы ])асстояиие между какими угодно двумя шарами | 
первой группы было бы равно расстоянию ме;кду соответствен- | 
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ным ИМ шарами второй группы. Ііри таком расположении 
шаров мы получим две симметричные группы шаров (рис. 3). 

Заменив каждый шар обоих групп его центральной точкой 
и сохранив между такими точками взаимно-однозначное соот¬ 
ветствие, мы получим две взаимно симметричные системы 
точек или две системы точек, симметричные друг другу. 
Таким образом, две системы точек будут называться симме¬ 
тричными друг другу, ес.іи расстояние между двумя про- 
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Рис. 3. 

извольпо В.ЗЯТЫМИ точками одной системы будет равно расс¬ 
тоянию между соответственными им точками другой системы. 
Две симметричные друг другу системы точек могут быть 
или тождественны или не тождественны. 

Тождественными системами мы будем называть такие две 
системы точек, которые обладают тем свойством, что все 
точки одной системы совмепіаются с соответстаепными им 
точка^ш другой системы при совмещении четырех, не ле- 
жапщх в одной плоскости, точек одной системы с четырьмя 
соответственными им точками другой системы. 
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Приведенное выше онределепие двух симметричных и 
тождественных друг другу систем дает нам возможность вы¬ 
вести закіючение, что каждые две тождественные друг другу 
системы точек должны быть в то же время признаны и 
взаимно симметричными. Кроме того, из онределения условий 
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Рве. 4. 

симметричности двух систем точек мы непосредственно вы-^ 
водим заключение о том, что этому определению будр удо-; 
влетворять две системы точек, из которых одна является; 
зеркальным изображением другой. В самом деле, для по-1 
строения зеркального изображения данной системы мы долашн] 
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опустить иерпевдикуляры из исех точек дадпой системы на 
з('рка-іьную плоскость и иродолжить эти иерііен,'і.икуллры по 
другую сторону зеркала на расстояния, равные расстояниям 
изображаемых точек от зеркальной плоскости. Ясно, что ири 
таком построении зеркіиьного изображения, изображаемые 
точки будут находиться на тех же расстояниях друг от друга, 
как и их изобра;кения. В то же время, данная система, отра¬ 
женная в зерна іьной плоскости, не будет тождественна с 
исхо;ідой системой, так как невозможно бу;фт произвести 
совмещения четырех точек данной системы с соответствен¬ 
ными нм точка:іш зеркального изображения (рис. 4). 

2. СОВМЕЩЕНИЕ ДВУХ ТОЖДЕСТВЕННЫХ НЕЫ:3- 
МЕИЯЕМЫХ СИСТЕМ. 

Как мы видели, в определение двух тождественных систем 
точек вводится представление о возможности совмеіп,еиия 
двух таких систем друг с другом. Благодаря этому, при иссіедо- 
вапии свойств симметрических систем необходимоиметьпонятие 
о том, каким образом может быть произведено совмещение 
двух тОіКдествепгшх неизменяемых систем точек, занимающих 
разлиупое положение в пространстве. Яспо, что решение во¬ 
проса о способах совмещения двух тождественных систем сво¬ 
дится к вопросу о перемещении неизменяемой системы точек. 

Подобными вопросами занимается тот отдаі теоретической 
мехашки, который носит название „кинематики^. Здесь мы 
остановимся на доказателі>ствв нескольких теорем, которые 
нам будут необходимы для вывода общего положения о со¬ 
вмещении двух тождественных систем точек. 

И 0.1 оліенпе I. Всякое ііеремещепие неизменяемой системы 
точек, параллельно данной плоскости, может быть заменено 
одним вращением вокруг определенной оси, иерпеадикуляі>- 
пой к той плоскости, ііаржілельно которой происходит пере¬ 
мещение системы. Еаіи переместить неизменяемую систему 
точек параллельно данной плоскости, то пзмепеиие поло¬ 
жения такой системы ішолие определится измепепием поло¬ 
жения двух произвольно взятых точек системы, не лежащих 
на одном перпендикуляре к данной плоскогти. 

12: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ. 
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Начала учевия о свыметрііи 


Положим, что плоскость чертежа (рис* 5) представляет ту 
плоскость, в которой перемещается дапная иеивмеияемая си¬ 


стема точек. Возьмем две 
точки А Е В системы, лежа- 
иі;ие в плоскости чертежа и 
соедипим их прямой АВ, 
Если при перемещении си¬ 
стемы эта піуямая из перво- 
начальпого положения А В 
переместилась в положение 



то требуется доказать, 
что линия А В может быть 
совмещена с линией А^В^ 


Рпс. б. 


путем простого віуащення около некоторой осп, ііерпендпку- 
лярпой к нлоскости чертежа. Соединив прямыми точки 
А и -4^, а также В п В^ м разде.іив пополам линия А А^ 
и ВВ^ восставляем из полученных точек М N перпен¬ 
дикуляры к линиям АА^ и ВВу Точка О пересечения этих 
перпендикуляров будет в то же время точкой пересечения оси 
вран^ення, нерпепдикулярпой к плоскости чертежа. 

В самом даіе, соединив точки А, А^, В, Д с точкой О, 
получаем треугольники А ОВ и А^ ОВ^ іуавные друг другу, 
так как линии АО=-А^О и ВО = В^О, как гипотенузы 
прямоугольных треугольников А МО, А^МО, ВNО и 
В^NО, причем треугольники А МО и А^МО имеют один 
катет обнцш, а два ді))тих — равные по построению. Точно 
такое же соотношение мы имеем и в прямоугольных тіуе- 
угольпиках ВNО и В^ИО, Кроме того АВ ^ А^В^, как^ 
расстояние между о.тлпми и теми же точками неизменяемой 
системы. Если повернуть тіуеугольник АО В вокруг оси О 
на угол ф =» БОД, то, ваіедствпе доказанного нами равен¬ 
ства ті)еугольников А ОВ и Д ОБ^, т]:еугольнпк А ОБвіюлне 
совместится с треугольником А^ОВ^ Из этого мы непосред-_ 
ственно заключаем, что и вся сисіема переместится из поло-;|| 
жеяия, определяемого линией Л Б, в положенве, опредаіяемое Л 
прямой А^В^, при помощи вращения на угол ср вокруг осн'^ 
О, иерпенд,пкулярной к плоскости чертежа. Если неизменя- ^ 
емая система, перемещаясыіараллаіьно данной плоскости, все 
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время остаетші ііаралле;іі>ной самой себе, то мы подучим тот 
частннгі анучай, когда ось Бращения системы находится в 

бесконечности. Б самом деле, пусть ^ _ ф 

прязіал АВ (рис. 0) оиределяет перво- \ 
начальное иолом^ение такой системы, а \ 

I АВ ее нололіенне носле пере- 
мещенил. Соединив прямыми А и А^, " ' ' Л" 

а также В и разделив эти прямые 
ііоиолаз[ и восставив к ними ерпендтику- 
хяры и точках деления М и 7Ѵ, мы 'Л 

увидизі, что Мт || Nп. Таким образозг, Рнс. и- 

ось враііі;еЕйя в этозі случае будет находиться в бесконечности 
д система будш' враиі,аться зіо кругу бесконечно большого 
радиуса. 

Положение 2. Если нешменяемая система тіеет одну 
неподвижную точку, то всякое перемещение такой системы, 
приводящее ее в новое положение, может быть произведено 
при помощи о;іного только поворота на онределеидый угол 
‘ около некоторой оси, проходящей через непатвпжную точку 
Сйстезіы (теорезіа Д^Л.таэібера). 

Положение неизменяемой системы, лмеюпгей одну непо¬ 
движную точку, д[ 0 жет быть вполне определено положением 
двух точек этой системы, не лежащих 
на одной прямой, ироходяіней через 
неподвижную точку. Пусть О (рис* 7) 
представляет неішдвияшую точку дан¬ 
ной системы, а точки А п В две какие- 
• нгібудь точки той же системы, не лежа- 
ігціе обе на одной прямой, проходяш^ей 
через точку О. Так как выбор точек 
Л и произволен, то мы можезг 
, всегда взять такие две точки систезсы, 
которые находалясь бы на поверхности сферы, имеющей 
сіюизг цен'грозі точку О. Иололшм, что точки Л в В удо¬ 
влетворяют этому условию. Проведем через А и В дугу боль^ 
пюго круга ^АВ. Ясно, что эта дуга при всяких переме- 
ідениях систезіы останется дугой большого круга и будет 
перезіещатьсл по поверхности шара О. Положим, что после 
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И [('шла учсиия о сюіме^фци 


перемещения системы дуга АВ иромет положение, изобра’ 
лшнное на ^ригуре дугой большого круга Проведем 

дуги больших кругов мерез точки А и А^, а также через 
ТОЧКЕ В и Бу Разделим дуги АА^ я ВВ^ поиолам п через 
полученные таким образом точки Ми N проведем дуги болі>- 
пшх кр)Ч’оіц периеидикулярные к построенным ранее дугам 
АА^ II В Бу Положим, что эти дуги 31С п ЛЮ Пересе* 
кутея в точке С, Соединив точку С дугами больших кругов 
с і’очками А^ЛуБ.Ву мы можем доказать, что сферические 
треугольники АВС и А^В^С равны друг другу, \\ гамом 
деле, \^АВ = ‘^А^Бу как расетолше между о;щими и теми же 
точками БеезмѳБлемой системы. 'оАМ^^^А^ЗІя N 
но ності)()ению, а кроме того сферические треугольники ^ Ж С, 
А^ЗІС, ВЛ^С и Б^NС прямоугольны* Ріа оенованни этого 
мы можем к этим треугольникам применить сооіветсівугощие 
формулы сферической тригонометрии. Составив эти формулы 
для треугольников А 31С и А^МС, ііо*тучаем: 

1) соз С Л сов ЛМ * ООН С 31 

2) сов СА^ ^ С08 А^М^аов С31 

Ра:іде*іив первую формулу на вторую и п]шяяв во впима- 
ние, что ^ЛЗІ = ^А^ Зі^ находим: иСА = '^ СЛу Совершенно 
аиатогично мы можем получить: СВ = и С Бу 

Из этого рассуждения мы заключаем о равенстве двух сфери¬ 
ческих треугольников АВС и А^В^О, так как каѵкдая сто* 
рона одного треугольника имеет себе соочвететвенную равную 
сторону в другом треугольнике. Соединив точки С и О 
прямой СО я приняв эіу иі)лмуіо за осі^ вращения, мы можё^і 
совместить треугольник АБС с треугольниьами Л^В^С^ 
повернув первый треугольник вокруг оса ОС на угол 
(р = іБСВу 

Применяя БМ[пеуказанный способ построения, мы можем 
при любом перемещении неизменяемой системы, и^геющей 
неподаиінную точку, отыскать такую ось, при повороте во¬ 
круг которой на определенный угол будет осуществлено тріѵ 
буемое ііеі)емещеН 0 е соегемы. 

Б том случае, когда перемещающаяся система не имеет 
ееігп^движной точки, чакая система носит вообще название 
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свободной сие-^еед. ! 'Жерёйдем /хеперв к раселотренаю слу¬ 
чаев вереиещвдіія та.т^ий свободной сасі'езш, 

11 о ло же яд 3. Ксяф^е иеренеіішние свободной неиз¬ 
меняемой сос^ёиііі быть произведено прп і[Омоиі.и двух 

движений, одного 'посіувателіпого и одного вращательного. 

Заметим, прежде всего, что положение всякой свободной 
. системы вполне оііредаляется ітоложежие:ч трех точек этой 
^ системы, не лежащих на одной прямой. 

> Пусть (рис.В) А^ВкС — три точки, оиредаміоиихс поло¬ 
жение данной свободной системы, ^ірпп ем ота система поане 
перемещения оказывается в по¬ 
ложении Соединив пря¬ 

мой точки А п придадим ііо- 
, стуиательное движение системе 
АВС ио наггравлению При 

Этаком иеремещении система ЛВС Л 
■займет положение Си, при¬ 
чем ЛАі ^ ВВ^і ^ Так как 

ирп поегупательном двпжешні рас¬ 
стояние между точіпімп ^4, і?ііСне изменилось, то стороны 
треуголрддика будут равны п параллельны сторонам 

треугольника-41?61 Для совмеіяенпл ті>еуголышка 
с треугольником А^В^С^ достаточно (да основании теоремы 
Д’Аламбера) ирои^хвестп вращатаіьное движение вокруг оси, 
ироходяш^ей через точку которую мы можем рассматря- 
,вать как неігодвижную точку системы. Что касается порядка 
ііере^іещенпй системы, то этот порядок совершенно безраз¬ 
личен; мы можем или сначала іірой.звестн враідачельное дви- 
женве, а затем тгостуиательное, или наоборот. Б резулхлате 
получится то же самое. На основании только что доказан- 
;НОГО иоложения 3 мы видам, что всякое перемещение сво¬ 
бодной системы может быть произведено путем двух даииге- 
ннй/вращательного и иостуііательного. Пока мы ничего не 
гоЕіфим о взаимном о'і но тении эіежду иолои;ением оси вра- 
^Щенгхя и направлением поступательного движения. Из рве. 8 
:яы видим, что эти два наггравления, а именно направление 
поступательного движения АА^ и направление оси не 
ііаратлелх»иы друг другу. 
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Начала ученая о симметрии 


Докажем теперь самую общую теорему о ііеремепі;ешіи 
свободной неизменяемой системы, которая называется по 
имени ее автора теоремой Шаля. 

Теорема Шаля. Всякое перемещение свободной системы 
из одного положения в другое может быть произведено путем 
вращения вокруг определенной осп н посту пат елі.ного дви¬ 
жения по направлению, параллельному той же оси. Такое 
движение носит название винтового. Положим (рис. 9), па 

основании положе¬ 
ния 3 мы нашли, 
что данное переме¬ 
щение некоторой 
свободной системы 
может быть произве¬ 
дено путем врап;е- 
пия вокруг оси 7,2 
и поступательного 
движения по направлению Аѣ, Разложим найденное пост)^- 
пательное дішжение, выражающееся вектором АВ^ на ді^е 
слагаемые: 1) посі^пательпое движение по направлению осп 
7,2^ выражающееся вектором АС я 2) постуііагелілое дви¬ 
жение, иерпендикулярное 22^ обознатенное па рис. 9 векто¬ 
ром СВ, Сделав это, мы получим три движения; 

1) Вращательное вокруг оси 22, 

2) Посіупательное СВ, перпендикулярное оси вращения 



3) Поступательное АС, параллел!»ное оси 22, 

В виду того, что движение СВ перпенліикулярно оси враще¬ 
ния, первое и второе движения дадут перемещение системы 
параллельно плоскости МN, перпендикулярной к 22, Между 
тем, на основании положения 1 мы знаем, что такое пере- - 
мещение может быть осуществлено путем одного вращения - 
вокруг определенной осп, которую мы можем найти при по- . 
мощи построения, указанного при доказательстве положения 1. 
Пусть эта ось будет изображаться линией По самому 

способу построения мы знаем, что 22 || 2^ 2у В результате і 
мы получаем дга двп-.кония: 1) вращательное вокруг оси 2^2^ і 
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л 2) ішстуііательпое ЛС, ііаралледьпое той же оси Та¬ 
ким образом теорема 11 ал я доказана. 

Если в иространетве нам даяіа дае тождественные снсте^гы 
точек, то для указания пути совмещения их друг с другом 
необходимо толі>ко найіті соотвѳтсвующую ось вращения и 
определять величину и направление перемещения вдоль най- 
депн >& оса. Таким образом, мы і^сегда можем, и притом виолне 
однозначно, определить иоложедие в пространстве той оса, 
при посредстве которой воззшжно ироизвестн совмещение 
двух тождественных систем точек. 

Две тождеслзегшуе сястемн точек мы будем называть со- 
вмеетно^симмеіричнымн на том основании, тго в этом случае 
нмеегся возможносгь получить совмещение обоих систем* Ту 
ось, вдоль которой необходимо передвинуть и вокруг которой 
надо ноиернуть данную систему дія ее совмещения с сямме- 
тричноЁ ей системой, мы буделс называть осью еовмещенил. 

3, СОВМЕЩЕШЕ ЗЕРКАЛЬЫО-СЕШІЕТРИЧНЫХ 
СИСТЕМ. 

В случае возможности совмещения данной системы точек 
с зеркальным взображеЕием другой енстемы мы буде:ч шгзы- 
вать такие дізе системы зеркалі.но-симметі^ичдымп. Если даш^ 
в просірансіве две зеркально-симметричные системы точек, 
то мы всегда можем совместить первую систему с зеркаль¬ 
ным изображением второй и наоборот. Для такого совмеще¬ 
ния необходимо только получить зерка,льное изображениепер¬ 
вой системы, построив зеркальную нлоскость произвольного 
положения, и загем найти ось совмещения первой сисгемы 
с зерка.і!>ным Езображенпем второй. ІІри таком иос^)оенин 
мы не будем иметь никакой связи между положением оси со¬ 
вмещения с одаой стороны и нлоскости отражения с другой. 
Благодаря этохму, вопрос допускает бесконечное, число ре-, 
піений в зависимости от того, какую мы построим зерьиль- 
ную плоскость ЕЛИ какую выберем ось совмещения. Однако, 
посфопв определенную нлоскость отражения, мы получаем 
вполне одаозначное репіеняе дая определения положения осп 
сор>меііі,еішя, В числе возможнідх Еомбннатщй будет н такая 
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Начала учения о симметрии 


при которой ОСЬ сопмеіцепия будет осью краіцепші, т. е. осі іо 
совмепі,енпя с ііеі)еднп*ікением, ііара.ілельным оси и равным 
пулю. Б самом деле, располагая плоскость отражения ^іежду 
двумя симмеірпчними системами, мы можем достпгнуіь того, 
что соответственные точки двух спммот{)ичиых спсіем будут 
находиться на одинаковом рассгоянип от плоскости отраиіенгыі, 
причем в этом случае для совмещения пяображення первой 
системы со второй системой нам уже не нужно будет пі)оизво- 
дить особого передвижения полученного изображения (п носп- 
тельно построенной зеркал і»ной плоскости, так как такое перс^- 
движенне произойдет при вращении вокруг опредатепной осп. 

Таким образом, при построении плоскости о'гі)аженпя мы 
можем ввести первое ограничительное условие, заключающееся 
в том, что мы поставим себе задачей отыскание такой зеркалі ной 
плоскости, которая давала бы возможность по.іучпть совмещение 
ио.іученного изображения с тождественной ему системой, пу¬ 
тем простого вращения около некоторой осп определенного 
положения. При таком ограничении задача еще не будет’ иметь 
однозначного решения. Для того, чтобы решение было одно¬ 
значным, необходимо ввести еіце одно ограничение, приняв ко¬ 
торое, мы получим обилую теорему, дающуи) наиболее простой 
способ совмещения ,т;вух зеркально-симметричных систем какого 
угодно положения в пространстве. Эта теорема совершенно 
аналогична теореме Шаля для двух тождественных систем. 

Положение 5. Если даны да .зерка^ино-симметричные 
спегемы, то мы всегда можем совме(ггить о,щу из данных 
систем с зеркальным и.зображением другой системы при по¬ 
мощи отражения в одной .зеркальной плоскости определен¬ 
ного положения и последовательного вращения на опреде¬ 
ленный угол но.тученного отражения параллельно построен¬ 
ной зеркальной плоскости. 

Как уже было упомянуто выпіе, положение всякой сво¬ 
бодной неизменяемой системы может быть определено поло¬ 
жением трех ее точек, не лежащих на одной прямой. 
В виду этого, мы (рис. 10) можем определить положение 
каждой из двух зеркально-снмметішчных систем, взяв три 
точки В я С одной системы и три соответствуюпціе им 
точки другой. Соединим прямыми ВВ^ п СС^ 
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соответственные точки обоих сиетеэі: Каждую ш этих линий 
разделил иоііолач и через иолученныетаким образом цт точш 
М,N я Р проведем плоскость, которую и примем за плоскость 
отражения. Опустив перпендикуляры ^ІN^ п СР^ из 

точек Ау В ^ С ш построенную Еа>[и плоскосгь отражения н 
нродоліКйв эти перпендикуляры по другую сторону построенной 
плоскости,отложим на этих [[родолженняхо’ірезки: 

В 2 N^ = ВN^ н С^Р|=ОРі, При таком иостроенгіа треуголь¬ 
ник будет зеркальным изображением треугольника 

АВС. Проведем лрдмыѳ В^В^^ в докажем, что 

эти линии парал,іельны илоскосги ЛІВ1\ ^Ідя этого проведем 
три плоскости, определяемые каждая тремя точками АА^ А^^ 
БВ^В^ и СС^С^. Эти плоскости иересеьугся с построенной 
нами зеркальной плоскостью по линиям ММ^ ш РР^. 

Раеемо'грим теперь взаимоотноіпения, сущесівующпѳ в тре¬ 
угольниках АММ^у и АА^А^, имеюіцпх общий угол при 
точке Л. Но ностроеншомы имеем: АМ^Л^М и АМ^ ^ А^ Ж 
Б виду этого мы заключаем, что іреугольниіш АММ^ и 
АА^^А^ подобны, а стороны ЛІМ^ к АА^ параллельны. Путем 
аналогичных рассуждений находим: |] В^В^иРР^ || 

Так как линии МЛ1^, ^^N 1 и РР^ находятся в иосіроенной 
нами плоскости, то параллельные им линии А^А^. В^В^ и 
соеданяющие еоотБеісі венные точки двух тождеавен¬ 
ных систем А^В^С^ и будут иаразлельны той же 

зеркальной плоскоста. Из зч’ого мы заключаем, что совме¬ 
щение двух тождественных систем А^ С\ и А^ В^ может 
бытъ произведено ирем определенного перемещения одной 
из систем параллелііно построенной плоскости отражения. 
Однако, из положения 1 мы знаеаг, что такое перемещение 
зіожно заменить враіп;еЕиезі вокруг оси, перневсдикулярной 
к той плоскости, пара,оельно которой происходит переме- 
п^ение, т. е., в нашем случае, мы можем всегда отыскать 
0[іределенную ось вращения, перпендикулярную построенной 
нами зеркальной плоскости. 

Только что приведенное доказательство ноложенжя 5 дает 
способ построения зеркальной плоскости. Что касается опре¬ 
деления положения в пространстве оси вращения, перпен¬ 
дикулярной к этой плоскости, то заметим, мго такой осью 






Симметричные системы 2 7 


будет линпл пересечения плоскостей, перпендикулярных к 
линиям ^іЬз^ С 1 С 2 п ироходяпщх через середины 

А^, и Од зтих о'грезков прямых. В общезі случае такие 
плоскости пересекутся па конечном расстоянии и угол по¬ 
ворота вокруг оси будет определяться так же, как ото было 
указано в положении 1. В случае параллельности таких плос¬ 
костей ось вращения будет находиться к бесконечнос'ги. 

4. (’ИтіЕТРИЧНЫЕ СИСТЕМЫ. 

До сих пор мы рассматривали те операции, при по- 
срелегве которых мы можем совмест’ить друг с другом все 
точки данной системы с соо'гветственнымп нм точками сим- 
метригаой системы. Такие операции па.зываются вообще сим¬ 
метрическими преобразовтниямн. Если нам даны две системы, 
симметричные друг другу, то такие системы мы можем рас¬ 
сматривать или как совершенно независимые одну от другой, 
причем их относительное положение в пространстве может 
меняться, или мы можем принять их относительное распо¬ 
ложение неиз>іенным. Если относителі^ное положение двух 
пли нескольких симметричных систем вполне определенно 
и неизменно, то всю совокупность таких систем мы можем 
рассматривать как одну систему, обладающую внугрепней 
симметрией. Такая система получает название самоспмме- 
тричпой п.ли просто симметрищой системы. Из зтого опреде¬ 
ления как аіедслвие вытекает следующее общее положение: 
всякая симметричная система может быть разделена на части 
или вполне тождественные друг другу или тождественные 
с зеркальным изображением одна ді)угой. Если симметричную 
систему подвергнуть какому-нибудь спзіметрическому преоб¬ 
разованию, то такому преобразованию должна подвергнул,ся 
каждая часть системы и в то же время сама система не 
должна нретерпеть никакого внутреннего изменения. Кроме 
того, после симметрического ііреобіазования не произойдет 
никакого изменения и в положении системы в иростраяслве. 
В самом деле, иодвергнув данную симметричную систему не¬ 
которому соответсгаующему ей симметрическому преобразо¬ 
ванию, :мы по.лучим совмещение всех частей систе^іы с со- 
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ответ(ггвуюііі.пми им частями той же спсіемы н, таким об] а:^ом, 
каждая точка системы, имеющая определенное положение в 
пространстве, после симметрического преоб] азования будет 
заменена сооіветчггвугощей ей точкой. Таким обрагюм, поло¬ 
жение системы в пространстве не изменится, так как не¬ 
который участок прост]',аиства, занятый определенной частью 
системы, будет занят после пресбразовапия соверпіенно тож¬ 
дественной ей частью той же системы. 

Таким образом, симметричной системой мы.будем называть 
такую систему, которая может быть подвергнут неогранп- 
ченное число раз определенным симметрическим иреобіазо- 
ваниям, не претерпевая никакого изменения в расположении 
совокупности соответственных точек в тірості)апстве. 

5. аіЕМКНТЫ СИММЕТРИИ. 

Как мы уже могли заметить, при каждом симметрическом 
преобразовании мы можем представить себе некоторый гео¬ 
метрический сбра:т, как например, зеркальную плоскость, ось 
вращения и т. д., прис}т'ствие которых обозначает возмож¬ 
ность произвести то н.ли иное симметрическое преобразование. 
Такие геометрические образы называются элементами симме¬ 
трии. Мы можем различать следующие элементы симметі)нп: ‘ 

1) Оси симметрии. 

Если элементом симмеіі)ии является некотоі)ая ось со¬ 
вмещения, вокруг которой необходимо поверпі’ть систему на , 
определенный угол и передвинугь на некоторое і)асстоянне 
вдоль той же оси, чтобы совместить друг с другом симмет¬ 
ричные части системы, то такая ось называется винтовой 
осью симметрии. 

На рис. 11 изображена такая винтовая ось, пара.іілельная 
плоскостп чертежа, в виде прямой Черные кружки 

^ ^ Лі . . . а ^4 вдоль оси представ- 1 

я —^ 2 —- ляют собою симметричные - 
*• ^ части системы, совмещающиеся ‘ 

последователі.по друг с дру¬ 
гом при симметрическом преобразовании, обуславливаемом , 
данной внпт'овой осью. і 
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Спіиіетрнческое иреобра^ювапие, связашое с ирисутствием 
виві'овой оси еилзіетрин, заключает в себе некоторое но- 
сіу нательное движедпе вдоль отой оси. Так как при синліе- 
трическом иреобразовании симметричная система не должна 
менять своего места в ироетранстве, то из этого нено- 
средствеено мы можем вывести заключения о невоз.мо.;ішости 
внштой оси как улемента симметрии в случае симметритаой 


системы конечных размеров* 

Б то же время, нрисугсавие одной или нескольких вин¬ 
товых осей симметрии для симметричной системы:, имешідей 
бесконечные размеры, вполне возможно. Если иеремеіденне 
вдоль БИНТОВОЙ оси ШММетрИИ равно НУЛЮ, то винтовая ось 
нревраідается в ось враідения и, рассмаіреваемая как эле¬ 
мент 'Сизімеории, т[олучает название оси симметрии. Осью 
симметрии могут обладать системы как конечных, так и бес¬ 
конечных размеров* Каждая ось симметрии так же, как л 
винтовая ось симмарии, характеризуется оиределенлым, при¬ 
сущим ей, углом поворота. ^ 

На рис. 12 изобраячена ось симметрии 
Р не паратдельная нлоскости чертежа. 

Черные кружки представляют 

собою симметричные части некоторой 
системы, соБмеі[Щ[ощиеея друг с другом ‘ 
всякий раз при повороте вокруг оси Р^ 
на угол Так как кружков а всего 12, 

то совмещение симметричных частей си¬ 
стемы произойдет 12 раз при враідении 
вокруг Р§ на угол 360^ Центры всех 
симметричных частей лежат в іілоекости, иерием- 

динулярной к Р^* 

2) Элементы сложной симліетрии. 

Элементом слояшой салгметрии первого рода являются 
два геометрических образа, неразрывно связанные друг с 
другом и взаимно перпендикулярные: а) ось вращения и 
Ъ) плоскость отражения* Б случае слоѵкиой симметрий пер¬ 
вого рода совмещение симметричных частей системы полу¬ 
чается после вращепия вокруг оси и последующего от^за- 
жения в перпендикулярна плоскости, иля наоборот* Б виду 




я. 

Рне- г 5. 
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:зтого,мы раа^ачаем в эдементе сложной (^ймметрли первого рода: 
а) ось сложной сямметрпн п Ь) влоскоеть сложной свммегрии. 
На рис* 13 изображен элеиенг сложной симметрии первого 
рода, сосхояиі;ий вз оси сложной слмиетрии и плоскости 
сложной симметрии МК К]>уя.Еами щ . . ,а^ гцзедставлени 

сим:^іетрит[яие части систе¬ 
мы, причезі часть а при 
повороте на угол 
ириднашет положение 
отмеченное крестиком. Так 
как в точке \ не имеется 
части системы, си^гметрич- 
пой по отнотепию то 
после поворота на уго,г а^оЪі 
совмещения сим метр пшых 
частей не произойдет. Точно 
так 5ке не произойдет совме¬ 
щения симметричных частей 
при огражепил в плоекостл 
ЖД іак как частгі совпа¬ 
дет носле такого отражения 
с частью ^2 не симметричной по отноіпедию к Совмепі^ение 
всех симметричных частей ироизойдет носле новорота вокруг 
Р§ на угол аіО\ п шследую]п,его отра'женил в плоскости 
ЖД причем «1 совместится с Пд: с %; и т, д. 

Если ось слоікной сймметі)гпі не])вого рода находится в 
бесконечности, то мы будем иметь в качестве самметрпческих 
преобразований: а) отражение в некоторой плоскости и Ь) пере¬ 
мещение по опреде^шенному направлению, параллельному этой 
плоскости* В этом случае мы получаем такой элемент сим- 
ме'гіійЕ, которой возможен толіжо д.тя симме'грпчных систем 
бесконечных размеров. Этот элемент’ симметрии носит на¬ 
звание плоскости симметішчного сколыкения или просто плос¬ 
кости сколіѵжения. Во всех других случаях ось сложной 
симметрии пергого рода будет занимать определенное поло¬ 
жение и мы будем иметь вообще іыемент сложной симме¬ 
трии первого рода, одинаково возможный как д,ія симметрич¬ 
ных систем конечных, так п бескол^чиых размеров* 


р 
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ІІрнсутсівпе іілоскостн сколшенин обуанавлнваш: возігож- 
ноеть совмещения симметричных частей системы иутем отра¬ 
жения и иарахчедьного передвижения но определенному да- 
правленнво. 

Па рис. 14 представлена плоскость снмыетрпчного еколі>- 
жендя МN* СоБмещедие сиашет|іиііЕых частей не¬ 

которой системы иройсходит следующим образом. Передви¬ 
гаем все симметричные части на расстояние параллельно 
'плоскости скольжения. Получаем ттереметцение всех частей 

... в положение частей \ . Ъ^. Сделав отражение в 

плоскости 31N такой перемещенной системы, ио^лучаем сов¬ 
мещение всех симметричных частей с зеркалідными 

изображениями тех Мхв частей. Если расстояние, на которое 
нужно иере/щинугь систему д.лл совмещения по,ізпіетіых отра- 
лсешій с соответсі венными дм частями системы, равно нулю, 
то вместо элемента сложной симметрии мы будем иметь элс^ 
лгент просто іі ся:ііметрии. Этот элемент симметрии носит 
название плоскости симметіши. В виду того, что ирдеутетвие 
длоскостд симметрпЕ не обуславливает никакого передви¬ 
жения, дара.тлельно определенному паиравлению, этот элемент 
симметрии может суищсівовать в сиэіметричных еис'ге:ііах 



На рис. 15 изображена плоскость симметрии н две 
снмметричиые частя Л ^ В некоторой системы. Беришны 
этих частей, совмепщющпеся друг с другом после отражения 
Б зерьоьной илоскости соединены пунктиром. 

Кроме рассмотренных нами случаев совмещения частей фи¬ 
гуры ори иомощн олемеша сложной симметрии первого рода, 
мы должны еп^е рассмотреть случаи іірисутствнл элементов 
► сложной симметрии второго рода. ТакнаЕп элементамЕ си}іме- 
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трии будут оси слоншой симметрии второго рода. Ось СѵЮж- 
ной симметрии второго рода содержит в себе две симме¬ 
трических оиерацип: 1) операцию поворота вокруг оси и 
2) операцию двойной оси сложной симметрии первого рода. 
Совмещение симметричных частей фигуі)ы не происходит, если 
мы сделаем только одну из этих симметрических операций, но 
происходит всякий раз, когда произведены ііос.іедоіш’ельпо обе 
операции, причем порядок операций безраі^личен. Элементами 
С. 10 ЖН 0 Й симметрии второго рода могут обладать симмет])ич- 
ные системы как конечных, так и бесконечных размеров. 

Таким обрадзом, в симметри'шых системах конечных раз¬ 
меров могут' суп;ествс)вать следующие элементы симметрии: 

1) Оси симметрии. 

2) Плоскости симметрии. 

3) Элементы сложной симметрии (кроме плоскостей сколь¬ 
жения). 

6. С1І.МІІКТРИЛ І'КОМЕТРИЧЁСІѵИХ ФИГУР. 

Ічаждую геометрическую фигуру, .іинейную, илоско(угную 
или пространственную, мы моліем рассматривать с точки зре¬ 
ния ее симметричности, т. е., имея определенную геометри¬ 
ческую фигуру, мы можем поставить себе вопрос, насколько 
к имеющейся в нашем распоі)яжепии фигуре приложимо 
определение, данное выше для симметричной системы. Ес.іи 
такое определение приложимо, то данная фигура будет пред¬ 
ставлять собою некоторую симметричную систему или, дру¬ 
гими словами, будет обладать опі)елелеішой симметрией, піш- 
чем симметрия будет в свою очередь ближайшим образом 
определяться теми элементами спммет’ізии, которые имеются 
у данной фигуры. Так как кі)иста.ілические индивидуумы — 
кристахіы, представляют собою выпуклые многограішики, то 
мы и обратимся к рассмотрению симме'грических свойств 
таких многогранников. 

гЗаметим, что для нахождения симметрических соотноПіений 
в выпуклых зшогогранниках мы можем идги двумя путями: 
1) путем определения элементов симметрии всевозможных 
выпуклых многогранников и 2) путем вывода комбинаций 
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;)лементов симметрии, причем все такие комбинации лолжни 
быть возможным для выпуклых могограяников. Так как 
кожчес'іво выпуклых многогранников ражлимых видов и форм, 
вообще говоря, бесконе»шо велико, то, ясно, что, идя но пути 
пересмотра всех выпуклых многогранников, мы никогда не 
достигнем целя, и возможності, пропустить по крайней мере 
некоторые случаи симметрии неизбежна. Второй путь, на¬ 
против, дает совершенно опреде.іенпый, исчерпывающий ре- 
} зультат. Однако, преж*де чем ігойіи по отому е.дпнственно 
правиліиому пути, необходимо выяснить зависимость между 
несколькими олементами симметрии, в случае их совместного 
присутстаия в одной и той же симметричной системе. Иред- 
ва]>ительно нам еще необходимо более подробно ознакомиться 
с основными свойствами каждого злемеита симметрии, воз¬ 
можного для геометрической фигуры конечных размеров. 

7. ОСИ СИММЕТРИИ. 

Ось симметрии представляет собою линию, при повороте 
вокруг которой на некоторый угол все тож-дественные части 
данной симметрн'шой фштры совмеіцаются друг с другом. 

Тот напмепыпий угол, на который необходимо повернуть 
вокруг ОСЯ сязіметрии фигуру, чтобы совмесгпті» друг с дру¬ 
гом ее тождееівенные части, называется элементарным уг.іом 
поворота д^ія данной оси симметрии. Элементарный угол 
поворота определяет наименование оси симметрии, котоі)ое 
получается путем деления полного оборота 2 л вокруг оси 
симметрии на э.іементарпый угол поворота. Таким обраітом, 
если элементаі)пый угол поворота равен а, то наименование 

2я: 360® ,, 

ОСИ симметрия п = = — Например, есш элемен- 

^ “ 3(50 

тарный угол поворота равен 180®, то п = = 2, л ось 

симметрии НОСИТ’ название двойной; если п = 3, то ось сим¬ 
метрии получает название тройной и т. д. Для обозначения 
оси симметрии мы будем употреблять букву Д причем на¬ 
именование оси будем ставить в виде показателя степени 
при этой букве. Таким образом, // будет обозначать ось 
симметрии наименования п, .Четко доказать, что совмещение 

12: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 3 
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Рис. 16. 


симметричных частей фигуры должно происходить некоторое 
целое число раз при полном обороте вокруг оси симметрии 
на угол 360^ = 2л:, т. е. ось симметрии будет всегда иметь 
целое наименование. Положим, что у нас имеется некоторая 
фигура, обладаюп;ая осью симметрии ІР наименования щ 
причем элеменгарный угол поворота для этой оси будет а. 
Пусть ось симме'грии будет перпендикулярна к плоскости 
чертежа рис. 16 и пересекает эту плоскоеггь в точке 
I/”. Проведем через ось 1!^ плоскости, обра¬ 
зующие между собой угол а и пересекающие плос¬ 
кость чертежа по линиям Ь” Ли Повернем 

фигуру на угол а вокііуг по направлению ука¬ 
занному страікой. После такого поворота линия 
примаг положение линии а эта поатедняя 

линия примет полож'еняе Ь”А^. Таким образом, часть фигуры, 
заключенная между плоскостями Ь”А и Ь^А^ после поворота 
примет положение, которое ]]аныііе заі{има.іа часть фигуры 
ограниченная плоскостями п Так как, по усло¬ 

вию, при повороте на элементарный угол вокруг оси сим¬ 
метрии, совмещаются все тождественные часін фигуры, то 
часть фигуры, .заключенная между плоскостями ѴА и 
будет тсіядесіиенна части, заключенной между плоскостями 
и Ѵ^А^. Сделав епі,е раз поворот в ту іке сторону 
на угол а, мы найдем еще одну сшіметричную часть фигуры, 
заключаюіцуюся между плоскостями и Производя 

последовательно такие повороты па угол и вокруг оси I” 
по одаому и тому же направлению, мы должны притти к* 
первонача.іьному положению фигуры, пі)ичем часть фпгуііы, 
заключенная между плоскостями Ь^А и Ь^А^ должна заняті» 
то положение, какое она имела до первого э.іемептарного 
поворота вокруг оси і>”. При да.іьпейпіем вращеігаи мы 
будем иметь уже полное повторение тех совмепі,ений, кото¬ 
рые мы имели во время первого вращения. Докаж*ем теперь, 
что і сс должен быть целой частью 360®. Для доказатаіь- 
ства этого положения допустим, что іа ш является целой 
частью 360®. При іаком лопупі,ении мы будем имеіъ сле- 
луюіцее равенсіво: — = — К где п — некоторое целое число, 
а /.* — правильная дробь. 
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Из эі'ого равепсгва мы нетшсрехспзеино тюлутаем два не- 
равеиегва: <І п я > п — 1 или па > 360*^ п 

— І) а <. 360^* Б случае, если такие неравеысііза действи¬ 
тельно имеют’ место, ми получаем еледуюіциѳ иоложения 
еовмеи^епил: 1) первоначальное, 2) соотве^гс:^вугоіцее углу по¬ 
ворота (п — X) а и 3) соогветстБуіоііі;ее углу поворота па. 
1) и 2} иолоікения совмепі;еітя находится друг от друга на 
угловом расстоянии 360^ — (п — 1) а. 1) в 3) ііоло- 
лчеиня совмещения образуют между собой угол рав¬ 
ный па — Угловые расстояния ме;кду тремя 

иоложеняямЕ совмеихепия, соотаетствугоищіми расема^ 
т[)иваемому случаю, изобраніелы на рис* 17, где Ѵ'А 
— первоначальное положение некоторого наиравле- 
тшя, вериепдикулярпого оси — иоложеяне 

соЕмеіцения, соотт5етствуіощее углу поворота (п — 1)а 
л — оолоікетте совмещения, соответствующее углу па. 

Таким образом, мы имеем трн угла: ігѴЛ = 360”— (я — 1)«; 
і ~ па — ЗбО” и і Так как А, П'г и Ц"^ 

три положения совмепі:вііия одного и того же направления, 
выражающегося линией ^^'А^ то олемептарныі^т углом пово¬ 
рота будет теперь з^же не угол а, а угол гЬ^А или угол 
^^^А., причем и тот и другой угол меньше а. Но угол щ 
как олементарный угол поворота для оси X”, должен быть 
наименьшим, при котором нолучается совпадение стіметрич- 
шлх частей фигуры. Таким об])азоаі, сделав предположение, 

БбО^ 

что -- не целое число, мы пришли к выводу, противо¬ 

речащем? условию олемеігіарности угла а дтя оси X”. Из 

360 ^ 

итого мы заключаемое, что ^ щ где п — ]],елое число. 

Если у иаеимееч’ся 15 фигу])е конечных разіогеров ось симметрии 
7/ даимеповаиия п с соответствеипым элементарным углом 
поворота к, то при повороте вокруг этой оси на угол 2 г/, 
3и т, д, юеы должны кагкдый раз получать совпадение тож- 
дествепных частей фигуры друг с другом. Благодаря этом)", 
ось симметрии наименовашія п може^г раесэгатрнваться, как 

п п п 

ось еимметрпи наименования ^ ’ з ^ только -, 



г 

Рис, 17, 








36 


Начала учения о сігамитрііи 


^ ^ — целые чиаіа* Таким образом, например, пгеетерная 

ось симмеарии будет и то же время двойной и тройной осью 
симметрии; восьмерная ось симметрии будет іак/ке двойной 
н четверной осі,ю симметрии и т. д* 


8. иЛОСІЮСТИ СИММЕТРИИ. 

Плоскостью снм^гетрии называется зеркальпая [глоскосѵія., 
деляпщя симметрпчную (|іигуру па две равные ио объему 
части, причем каждой точке одной части соответствует одна 
точка другой часш* 

Каждые две соответственные 'іочіаі располо¬ 
жены па одном верггендпкуляре к нлоскосіт! 
симметрии и на одинаковом расстоянии но ршь 
ные егороиы от этой илоекостя. Каждые две 
соответственные части фигу[)ы, разделенные 
Одна от другой плоскостью сйммет])ии, совме¬ 
щаются е зерьитьным изображением одна д[іу- 
гой, причем плоским верка^іом для получения 
изобран^ения СѵТужит плоскость симмегг})иіъ Для 
обозначения плоскости симметрии мы будем 
употреблять букву Р (рис. 18). 



Рис. іе. 


9. ЭЛЕМЕНТЫ СЛОЖНОЙ СИММЕТРИИ ПЕРВОГО 

РОДА. 

Элел^ѳтл'ом сложной симметрии первого рода, как зш уже 
уггомынали, является ось л перпендикулярная к ней ило- 
скоеть сложной симметрии, Совмепі;епяе симмеіргншых чаегей 
не происходит ноаше поворота вокруг осп слоашой симмеч'рпи 
па ее эле^Еентарный угол поворота. Точно также совмегце- 
пие симметричных частей не иі>оисходпт после отражения в 
нлоекоетн сложной снмм(угрип. Такое совмещение происхо¬ 
дит только после того, как сделаны последовательно обе отіе- 
рацпи симметрического преобразования, связанные как с осью, 
так и с н.госкоетью сложной спмметі)нн, т. е. совмещение 
симметізичЕых частей [іроизойдет ігосле поворота фигуры на 
элементарный угол вокруг оси сло?кпой снмие-грни и после- 
дующ^его затем отражения в плоскости сложной симметрии. 








Оси С.10ЖН0Й сншіетрин 


37 


Рлс. 19. 


Порядок, в котором цроивведеЕьі симметрические иреобрся:зо- 
вания, соответ(ггвуюпі.пе элемеЕггу сложной симметрии, не 
имеет никакого значения. Так как мы можем иметь в ра:з- 
лпчпых элементах сложной симметрии (рис. 19) осп сложной 
симметрии различных наименований, то мы ^ ^^ 
уатовимся называть са.мыгі элемент сложной 
симмегрин неі)вого рода — осью аіожной сим¬ 
метрии, причем мы будем всегда подразумевать 
необходимым также и іірисугствие перпенди¬ 
кулярной к этой осп плоскости сложной спм- 
зіетрин. Для обозначения оси сложной симме¬ 
трии мы будем употреблять, как л д.ія обо¬ 
значения осп симметрии, букву Ь с значком п внизу и справа, 
причем п — соотвеі'сілует папмепованию оси сложной симме¬ 
трии. Таким образом будет обозначать ось сложной сим- 
меті)ии наименования 7г, Рассмотрим теперь свойс'гва осей 
сложной симметрии различных наименований, начиная с двой¬ 
ной оси сложной симметрии. 

10. ОСИ СЛОЖНОЙ СИММЕТРИИ. 

Ес.іп в фигуре конечных размеров имеется двойная ось 
сложной симме.ірии, то совмещение спмметрп'шых частей фи- 
гуры ді)уг с другом произойдет после 
поворота вокруг этой оси на угол г» 

180® и отражения в плоскости сложной 
симметрии, перпендикулярной к этой 

оси. Пусть двойная ось сложной сим- -[«— 

метрип находится в плоскости че])- 
тежа рис. 20 и ио своему положению 
совпадает с линией РРі- Плоскость 
С.ТОЖНОЙ симметрии, перпендикулярная 
к плоскости чертежа, ііересекаеіся с 
этой последней по линии ЖД причем точка О является 
точкой пересечения РР^ и ЖЖ 

Возьмем какую нкбудь точку н, находящуюся в плоскости 
рис. 20, но не лежащую ни на оси РР^ ни на линии ЖЖ 
и подвергнем взятую нами точку а симметрическому преоб* 
разованпю, соотвехствующе.му’ .двойной оси сложной симме- 


Рис. 20. 
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трпи. Для этого паи пеобходимо ііроиіпіести следу іоіл.ие опе- 
рацпп: 1) получать зерка.іьиое пзображеппе точкп а в іілос- 
костп МN н 2) ііовернтгь это пзображеппе на угол в 180® 
вокруг осп РРі. Для ііолучеипя зеркального пзображеппя 
точкп а в плоскости МN^ опускаем лз точки а периепдп- 
куляр аЬ на линию МN и продолжаем этот перпендикуляр 
вниз, так как пзображеппе точки а будет пахоли^гься па 
расстоянии Ьа^=^аЬ по другую сторону лпппи NN. 

Таким образом, мы получаем точку причем эта точка 
долікпа быть повернута на угол 180® вокруг оси РР^. При 
таком повоі)оте точка будет двигаться по кругу, паходяіце- 
муся в плоскости, перпен^тикулярной к плоскости чертежа и 
пеі)есекаюіцо&ся с этой последней по линии пі)п- 

чем в случае равенства = чочка после повоіюта 
вокруг оси РРі па угол 180® совпадет с точкой а^, Такпм 
обрагюм, проделав обе операции, связанные с присутствием 
двойной оси сложной симметрии РР,, мы из точкп а вы¬ 
ведем точку Нд, причем обе эти точки будуг лежаті» в плос¬ 
кости чертежа рис. 20. Соединив прямыми точки а и Нд с точ¬ 
кой О, получим два прямоугольных треугольника аЬО и 
06, Пд. По постіюепию мы пмеем: 

ОЬ РР,, Пдбі ± 06, Л_ 06 и аЬ X ОЬ. 

Из ЭТИХ соотношений мы выводим: сіб || 06, и 06 || адб,. 
I) виду паргилелыюсти двух сторон прямоугольных треуголі»- 
. никои мы заключаем о параллелі.ности и их остальных сто¬ 
рон, т. е. ()а II Олд. Но так как линии Оа^ и Оа имеют 
общую точку О, то ,\ іі \ их паіяилельностп необходимо, чтобы 
они совпадали всеми точками. Другими (мовами, линия аа^ — 
прямая. Таким обраэом, две симметричные точкп фигуры, вы¬ 
водящиеся друг из др}та при посредстве двойной оси сло¬ 
жной симметрии, находятся на прямой, проходящей через 
точку иересечения оси и плоскости сложной спмметі)пи. 

І1:з. построений рис. 20 мы пмеем: ОЪ Ъ^а^ и 

аЬ^Ьа^^О\. Из этих равенств мы .заключаем о ра’’енсчве 
прямоугольных треугольников абО и 06,ад и следовательно 
Оа =«= Оад. Таким обра:зом, в атучае двойной оси сложной 
симметрии обе спмзіетрнчные точки а и фигуры находятся 
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на равных ])асстоядилх от тоткн О — пересечения оси и 
илоскосін сложной симнетрни* 

На основании этих соображений, в случае двойной оси 
сложной симметрии, мы можем иррпгенить гледзтоідий способ 
нахождения точки щ, симметричной данной точке а. Соеди¬ 
няем прямой а О точку а е чочкой О — пересечения оси и 
плоскости сложной симметрии; продолжаем эту іір>імую за 
ч’очку О и на :>том продол'гкеііии откладываем отрезок 
Оа^ ^ О а. Точка будет искомой точкой, синмеіричиой а. 
Из отого мы можем сделать тот вывод, что для иахождеиия 
точки %, еи.ммет])ичной данной точке а, нам достаточно знаті> 
иоложеене точки О иересечения двойной оси сложной сші- 
^ііеті)ии с плоскостью сложной симметрии, ирЕчем иоложаине 
оси и плоскости сложной симметрии в ті])острапстпе совер- 
іиенио безразлично, если только ось и илоекості, пересека¬ 
ются в точке О. Таким образом, каягдое направление, про- 
ходяідее через точку О, мо;кет быть принято за двойную ось 
(иожной симметрия, причем плоскостью сложной симметрии 
будет аіужнть плоскость, ітерпендакуляряая к выбранному 
тіамп даправленпк^ и проходяідая чеі)ез ту же точку О- Из 
этого мы заключаем, что в случае присутстоня одной двой¬ 
ной оси сложной симметрии таких осей будет бескоыечггое 
множестію, п[шчем все огііт пересекутся в одной точке- 
Представим себе теперь (рис. 21) в просгранстве какую- 
ішбудь илоскостную фугуру, нанр, косоуголіяіый треугольник 
АВС и точку О, в которой Пересе- ^ 



каются двогілые оси сложной симмет]іни. 
Г'Оедииив точку О с вер тинами косо¬ 
угольного треугольника АБС іфяммми 


О А, ОБ, ОС ж взяв на продолжениях д 



Рн(с, 21. 


ОЛд = о А, ОБ, = ОБ , 


я ОС^^ОС жожуши точки Д, Д, представляющие со¬ 
бою верпшны треугольника Л^ ДС^, симметршного данному 
треугольнику ліі? С* Из ііостроення очевидно, что треуголь¬ 
ник Л-^Б^Д будет находиться в плоскости, параллельной 
плоскоеш треугольника АБС. Кроме того, треуголышк 
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будет равен треуголытку АВС и расположен об¬ 
ратно. Таі:им образом^ присутсп^ие л^'^ойноіі осе слолшой енллш- 
трын обуславлеі^ает специальное взаиліоотнотение симме¬ 
тричных частей фигуры, іплраліатоідееся и том, что каждая 
часть фигуры будет ивіетт, себе [ШБнуіо, ііараллаііьдую и об¬ 
ратно располояіешую часть. В виду птого, точка О ие|)еее- 
чения двойных осей сложной симметрии па:я.іішется детром 
обрагного равенет’ьа. 

Всякая ось сложной симметрии будет в то же іціе^пя осью 
симметрии вдвое меньшего нанменоваиня. 

ІІолояѵіш, у нас имеется ось сложной симиеті>ии наимеио- 
гапня 2п; требуется доказать, что эта ось слоіьпой симме- 

трин будет также оеі.ю симметрии нанмеЕоваішя — = п. 

Пусть РР' (рис. 22) будет данной осью ашшной симметрии 

Ь 2 п наимеиогашія 2п и 31N -- 
плоскость сложной симметрии. 
Если у нас имеется в простран¬ 
стве некоторая течка , не 
лежаи^ая на линии РРі, то, 
благодаря ттіжсзі'етвто оси сло/к- 
ной СЕнметршт, мы мОгі;езі пу¬ 
тем враіцентш вокруг оси п 
отражения в плоскости 3131 
иолучитті течки, симметричные 
точке Для получения одаой 
ив таких точек мы. должны 
произвести поворот точки а^ 
вокруг оси на элемента]>- 

. 2л: 

нмй угол поворота ^ * 

соответствующий этой оси, а 
затем отразить полученную таким образом точку аі в плос¬ 
кое ги 31 N. После этого мы получим точку симметричную 
данной точке Повторив такую операцию еще один раэ, 
мы получим точку и т. д. После поворота вокруг оси іэ « 
на 360'^ и соответстішкного кожчества отражений в іілос- 
кости ЖД мы должны снова нри^тцн.к исходной точке 


г 





м / __ 





с 

к ^ 



р, 

Рис. П. 
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Ирл вращении точки вокруг оси эта точка будет 
двигаться ]іо окруніиоеги круга, плоскость которого нер- 
ііендикулврна к линшт Есди мы обратим внимание 

на расішложспие симметричных точек к их взаимоогно- 
июния, 10 увидидс, что точка будет зеркальным наобра- 
4кеииоіі точіѵи а^, а точка % будет представлять собою зер¬ 
кальное изобраяхоние точки т. е. прямое новторение 
точки йГ|. Так как точки и лаходятся на одной и той 
же окружности, пеіиіеіег^икуларяо к которой раеішложена ось 
враінеиия, проходящая,через центр атой о^^)уншости, то точку 
«1 мы можем соБДШСтнть с точкой путем поворота точки щ 

вокруг оси на угол 2а = Из этого мы заключаем, 

что ОСЬ слолшой симзіетрин нанменовашя 2п будет в то же 
время м осіяо нростои сюіметрии наименования п. Такизі 
образозі, иолЕое обозначение оси с^шжиой симметрии будет 
Так как но докаааняому ранее положению наизЕеыо- 
ваіше п оси сизпіетрии зюжет быть только целым числом, 
то нанменовапие 2п оси сложной симметрии будет не іюлько 
цаіым, но н всегда некоторым четным числом. Заметим еще, 
что точки аи (Н н т, д. будут отсутствовать в системе сизь 
метрйчиых элемеш'ов, выводящихся из ирисут’ст'вил оси слоя^ 
ной слзіметрии Ьіп и являются только Бсгіомогатаіьными 
точкаэш для построения дейстаит’ельно имеюлінхся в наличии 
точек огі, Й& 2 , % и т. д. 

ІТі)Е раесмочрении свойегв осей слмаіетрия мы ирииьш к 
заключению, что каждая осі. спмметі)им наименования п будет 

п 71 

в то же время и осью симметрии наименования — , ^ и 'г, д, 
если только ^ ^ целые ^шсла. Что касается осей ело^к- 

ной симметрии, то и в этом случае мы ^гакже можем вывест’и 
определенное соотноіпендие между осями сложной симметрии 
различных наименований. 

Положим, что у нас имеются две оси сложной симме¬ 
трии ІоѴ, и Цп,, причем п>ш. Пусть оси Ь7т со¬ 
ответствует элементарный угол поворота от, а оси — 
угол В виду того, что по условию п>ту мы за- 
кдючаеді, что < а. Если а (рис, 22) есть элемеичарный 
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угол поворота для оси сложной спмметі)ип которал но 
своему положению совпадает с линией РР^, то, сделаіі по¬ 
ворот точки «1 вокруг этой оси на угол а, мы выведем вспо¬ 
могательную точку а[. Сделав поіюрот вокруг оси па 
угол 2«, мы придем к реальной точке произведя поворот 
па угол 3«, найдем всиомогательн)то точку оз и т. д. Из 
этого мы заключаем, что каждый раз, когда мы производим 
поворот вокруг данной оси сложной симметрпи на нечетное 
число элементарных уілов, мы выводим всегда одну из вспо¬ 
могательных точек. Если мы предположим, что линия РР^ 
представляет собою не чюлько ось сложной симмеірии 
но в то ж’е время является и осью сложной симметрии 
14) при 1 ИКОМ предположении необходимо должно быть соблю¬ 
дено то условие, чтобы враідение вокруг осп па пеко- 
тоі)ое нечетное число элеменгарпых углов поворота со- 
от]?ет(пиуюіцпх этой оси, равнялось поворочу па один элемеп- 
чарный угол а, соотве'гсчиуюпщй оси ІГт- Таким образом, 
если ось ачожной симметрии является в то же время 
и осью сложной симметрии то между элементарными 
углами поворотов, соответсті{уюіп.пх этим осям, должно суще¬ 
ствовать соотношение а ^ или 2? ^ , причем р должно 

быть не только делы^і, но и нечетным чиСѵіом. Так как 


2 


п = 


360 *^ 

«1 


и 


2ш 



п 

т 


сс 



Это последнее равенство выражае'г собою общее условие того, 
что ось сложной симметрии нанмепования 2п> 2т будет в 
то же время и осью сложной симметрии наименования 2 т. 
Представив выведенное соотношение в виде 2рт = 2п п 
переходя к частным случаям, мы можем вывести ряд соотно¬ 
шений между осями сложной симметрии различных наимено¬ 
ваний. Взяв, наир., 2 = 2 и подставляя вместо р носледо- 

вательно целые нечетные числа, начиная с 1, получаем ряд 
«гисел: 

2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38, 42, 46, 50, 54 (і) 

При 2т = 4, получаем ряд: 

4, 12, 20, 28, 36, 44, 52 


( 2 ) 
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Улемевтн аіожной симметрий второго рода 


При 2ш = (> имеем: 

6, 18, 30, 42, 54. ІЗ) 

Каждый такой і»ід будет иредставлгять собою а})ифм 0 точескую 
прогрессию, причем каждая прогрессии будет характериво- 
]иіті>ся особой ратоагью, І*нд (1) дае'і' наименования осей 
; сложной симметрии, Н]}едстявляюінйх собою в то же время 
5 и двойные оси сложной симметрии. Рассматривая более вни- 
I матаіьно этот ряд, мм выводим а№дуюиі,ее заключение: иаж- 
I дая оси сложной симметрии^ лвляшиціяся осью силЕметрші 
» нечетного гсанмегіоваиия, буднг в то же время ш двойной 
^ осряо сложной симметрии. 1'аким образом, всякая фнгуіяі, 
^ име[оіл,а>і осв сложной сим^меарии, которая будег осью ешь 
‘ меіі)йи иечел’ного наименования, обладает ірнітром обі^атного 
]>авеиства- 
г 

I 1Ь ЭЛЕМЕНТЫ СЛОЖНОЙ СИММЕТРИИ 

I ВТОРОГО РОДА. 

I Для осей сложной еизімечрпи второго рода мы можем до- 
[ казать две теоремы, апалогнчлые доказаины:я для элемептов 
сложной симметриж иериого рода, а именно: 

I ■ 1. Ося сложной симметріи! гло}Ю 1 ’о ]>ода бу.т}^г всегда че^г- 
5 пого наііД!еооітпня. 

[ 2. Ось слоііпіой симметрии второго рода наименования 2п 
будет осью простой симметрии иаименонация 
I Осп сложной сизгметрии второго рода мы будем обо:іиа“ 
^ чатіі Иі)н рассмотренни специальных случаев осей 

[ сложной еишштрйи второго рода заметим, что двойная 
ось будет об'іадаіъ особыми свойствами, выражаюгцжмися 
в следу юні^ем ііо.іожении. Двойная ось сложной симметрии 
второго рода тождественна но свл:^циному с ней свмметріг- 
■ чеекозіу преобразованию с преобразованием, связанным с 
! плоскостью сизпіетрип, т. е. двойная ось атожной симметііии 
^ггорого рода есть в то же время и плоскость снмзштрии, и 
' наоборот', всякая плоскость симметрии зіожет быть рассматри¬ 
ваема как двойная ось сложной еиашетрин второго рода. 
Так же легко зіогут быть доказаны след^тощие положения: 
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1* ТЛп* ^ четвом числе, будет осью слолшоГі сязі- 

метрпи І 2 яі я наоборот. 

2. ври п нечетном, не будет іа^, но нсегда будет н 
то ;ке время *н п’* е. в этом случае непременно дод'л^ла 
быть плоскость снмметрпп, нернепдпкуляршія к 

Таянм об]>азом, если у нас имеется ІЛп* ^ ?г — нечетное 
яисчио, то чакая ось Сѵіолспой симметрии втоуюто і)ода будет 
равнознащіа оси с.имметіінп Ь"" и не])ненднкулл]шой к ней 
НЛОСІѵОСТН симлеч'рни Р- 

1І самом до^іе, (рве. 23) иолоишм, у пас нмеетеи ось сим- 
метуиііі н])нчем п — нечеткое число н плоскость евмметріпі 

Р X X^ Сделав поворот некоторой 
точки а вокруг 1/^ па олемешар- 
ный угол ^ найдем точку 
Отразив іюлученлуго ч'очку в 
нлоскостн Р, найдбйЕ точку а^. 
Соединив прямой О полученную 
ч'очку I! точку О иересеченин 
плоскости симые'гіжи с осью Х™, 
а затем продолжив ^2 О по другую 
сторону от точки О, пайдезі точку 
йз, удовлетворяющую уел овв ю 

а^О ^ Оа^, Если п — нечетное 
число, то точка не будет существовать в виде реіиь- 
ной точки, но реа^льпая точка будет находиться в плос¬ 
кости, перпендикулярной к X" и проходящей чеізез и йд, 
иі)ичеи угол а^О^а^ — Таким образом, из каитдой реальной 
точки в спмметізитаой системе, имеющей Х^ и Р можем по¬ 
лучить реальную точку, путем вращения исходной точки а на 
угол ^ и оцеі>адип центра обратного равенетБа, что равно¬ 
значно присутствию ^ 2 п^* Чтобы БЫВвСТН ИЗ ТОЧКИ а точку 
путем операции, связанной с Х^^^, мы должны будем сде¬ 
лать поворот вокруг оси Х|„' на угол 7с + а (где а — элемен¬ 
тарный угол поворота Д.Ш Ц^) и прошвести оиерацяю центра 
обратного равенсіва или другими словами сделать: 

-I- 2 = п + 2 операций соочветсвующих ТЛп'^ 
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12. ЦЕНТР СИММЕТРИИ. 

Данная симметричная фигура коиеяних размеров может 
обладатіі іг.ш одаим единеіііенным і?>лемеш’ом симмсі риж пли 
несколькими. Если симметричная фигура конечных разлсеров 
обладает несколькилсн алементами симметі)ии, то, прея^де 
всего, возникает Еоирос о взаимном расположении отих эле¬ 
ментов симметрии, а такн^е о тоі^с связи, которая суіцествуе^г 
между ними, 

1 [сложим, данная самйгетричная иространсзвепная (|шгура 
конечных размеров имеет две оси симметрии, пе пересекаю¬ 
щиеся друг с другом и не ііаралле;іьные одна другой. Обо¬ 
значим первую ось Ь\ а вторую ~ Произведя враще¬ 
ние оси вокруг оси на одез[етарнмй угол пово¬ 
рота, еоответствующніі этой оси, нолучаелі третью ось 
равную по наименованию ося Ь\ но по положению не 
сові]адагопі;ую с этой иоследней. /Таким образом, из двух осей 
симметрии и /Л мы выводим треіъю ось Ь\ 

Есѵіи > 1, то мы можем вывести тіоследовататьно, иро- 
доляіая враіи,ение оси вокруг оси кангдмй раз на эле- 
ментарпый угол поворота, ряд новых осей і”® и т. д. 
Производя подобные врав^ения, мы можем из ка'л;дых двух 
: осей симметрии вывести бесконечное зыіожество новых осей 
симметрии, прочем эти оси симметрии займут различите по- 
' ложеиия в ироеті)анстве и вообще не будут иересекаться друг 
с другом- Ясно, НГО фигура конечных размеров не может об¬ 
ладать бесконечньпіс ^тожеством не нересекающихся згежду 
собой осей симметрии. В виду этого, в копе'іной фигуре все 
оси симметрии дол;кны пересекаті^ея в одной точке. 

Путем соверівеняо ана.шги*іиых рассуждений мы можем 
нричти к заоючеиию, что вооб[г^е в симметрншых фигурах 
конечных размеров все элементы симметрия должны не- 
аіременно пересекаться по одной іірл.мой линии или в одной 
точке, причем такая точка называется цегггро:^г симметрии 
; фигуры. 
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Рис* 24, 


13. СВЯЗЬ МЕЖДУ симметрией совмещения II 
ЗЕРКАЛЬНОЙ СИММЕТРИЕЙ. 

Иоложил, в тіространсреняой фигуре конечных раіілеііов 
у ияс лмеетсіі дтзе зілоскости сизшетрии, иересекаклгщесн 
между собой но некоторой прямой 0 0^ н иернепдикулпрные 
к іыоеко.стй чертежа рне 24. Ііустя 
плоскости зіересеьтт плоскость чертежа по 
прямым 08^ ж 08^, обраяуюпщм со¬ 

бой УГОЛ а, причем ч^очка О будеч* чочкой 
пересечения отих лиипй. Точка О будет 
пред став л>іть собою точку пере сечения ли¬ 
нии 00^5 ііе]>[іендіікулярпой к плоскост'^ 
чер'гежа е ;.июй г-осле дней плоскостью, 

Воаьмем ішкото})уіо точку а фпі’уры, ле;гпнцуіо в плоскоети 
чертеяш рис. 24, и посггроим ее инобраікоппе :еркал[,ііой 
іысоскоеі’и 08^. ІІ виду того, что эта посяедиял плоскостг. 
перпендикулярна к плоскости чертеяпг рис, 24, точка — 
перкалііное шображеиие точки а — будет находиться в той 
же плоскости чертежа. 

Л,ля нахож’деліпя точки опускаем точки а іюіжеіі- 
дикуляр аЬ па лініию 08^ и на продол;ьепии э'гоіт) іш])- 
пеіадкуляра по другую сторону лппии 08^ откладываем от¬ 
резок а^Ъ ^ аК Полученная таким образом точка будет 
неркальным изображеішем точки а. Построим теперіі изо¬ 
бражение точки оіразйл ес^ в зе]>ка.[іяіой плоскости 08^* 
Для иолучепия этого изоб]шжения поступаем аналогичным 
образом, как и для нахождения точки Пострюив нзоГра- 
женпе, пах одам точку Точка будет зб]}калі,пн^[ изо¬ 
бражением точки а^, а так как точка в свою очередь, 
служит зеркалі.ным изображетіие]^[ точки «, то точки а н % 
будут тож’деетіюыіш друг другу. 

Сое^динив точку О [іі)ямымп с точками щ н получаем 
прямоугольные треугольники: ОЬа, ОЬа^^ и 

Обозначим; /_ оОі = /3. Так как /, 08^ а, то і а ОЬ^ 

— /3. В виду равенства прямоугольных треугольников 
ОЪа и ОЬа^^ имеюідих обпщй катет 0^ и два другие катета 
аЪ и ^ 1 ^, равные по построению, мы заключаем о равенсіве і 
ЛИНИЙ Оеі и Оа^, а также о равенстве і а^ОЪ ^ іа ОЪ = 
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I Из аналогичиого равенства ирямоугольных треугольников 
~ 0\а^ и ОЬ^а^ заключаем о равенствах: 

= а^О л і іЬу^Оа^. Но 

, і «1 ОЬу «1 Об + /. а ОЬ + а ОЪ^ = ^ + ^ + (а — /3) = а + /3. 

Так как і аОа^ =* ^ «і ОЬ^ + і аОЪ^^ 

4 то, подставляя в это ])авеиство вместо іа^ОЪ^^ найденную 
Ідля него величину сс + (і, а вместо іаО\ его величину, 
.равную а — /5, находші: 

‘ і а Оа^ = (а + /3) + — /3) = 2«. 

Таким образом, мы видим, что угловое ])асстояііие между 
^линиями Оа и Оа^ равно 2а. 

В виду равенстта линий Оа и Оа^ мы можем совместить 
^ точку а с точой произведя поворот точки а на угол 2а 
^вокруг оси, нернеігдпкулярной к нлоскосга чертежа рис. 24 
и нересекаклней эту і»лоскость в точке О, т. е. вокруг линии 
(пересечения данных плоскостей симметрии 05^ и 05^2* 

Тиким обра.зом, мы видам, что лишія пересечения двух 
п.іоскостей симметрии фигуры, образующих между собой 
двугранный угол а, будет в то же время и осью силімечрии 
с элементаі)ным углом новоі)Ота, ііавным 2а. 

^ Этим положением усганавлтшется общая связь между 
нлоскостыо симметі)ии и осью симметі)ии, находящейся в этой 
плоскости. Эту связь можно фоі)мулировать таким образом: 
г Если у нас имеется плоскость симметрии и ось симметрии і"*, 
, лежаіцая в этой илоско(гги, то данная симметричная ()>игура 
] будет иметь п іыоскосгей симме^грии, пересекающихся в оси 

^ тп 2л 

, н])иііем наименование оси п = - - • 

14. РАВНОДЕЙСТВУЮЩИЕ ОСИ СИММЕТРИИ. 

Мы уже виде.іи, что в том случае, если сюіметричная фи- 
* гура конечных размеров обладает несколькими элементами 
- симметрии, все эти элементы пересекаются в центре сим- 
■ метрии фигуры. Положим,, что при рассмотрении данной 
I симметричной фугл)ы мы паііыи две оси симметрии Р п 
} которыми обладает эта фигура, причем ось Р имеет наиме- 
^нование 2Ь ось ^ — наименование < 2 . 
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ІІроизведя ловорот вокруг оси Р па некоторый угол /с - 

кратный элементарному углу поворота, соответствующему этой 
оси, мы получим совпадение друг с другом всех симметричных 
пастей данной фигуры. Точно также, произведя поворот во¬ 
круг оси ^ на угол ^ і'Ле I — це.іое чиСчіо, получаем оптъ 
совпадение і)авпых частей фигуры друг с другом. Коли мы 


сделаем сначала поворот вокруг оси Р на угол - к, а затем 
2 7Г " Р 

вокруг оси ^ на угол ^ -і, то в результате таких поворо¬ 


тов мы снова получим совмещеіше всех равных частей фи¬ 
гуры друг с другом. Такое совмещение мы вообще можем 
получить только в том случае, есчіи повернем <})иг}"ру вокруг 
некоторой оси симметрии на угол, кратный э.чемеитаі)НОму уіму 
поворота, соответствующему этой оси. В виду этого, мы мо- 
;кем заменить повороты вокруг осей Р и ^ поворотом іиѵ 
вокруг некоторой третьей оси Р наименования г па угол 

• 7н, кратный элементарному углу поворота, соотъе^гству- 
ющему оси Е. Так как результат вращения вокі)уг оси Е 


2 % ^ 

па угол — • т будет совершенно тождественен с результа¬ 


том последователглого вращения вокруг осей Р п ^ па соо¬ 
тветственные им углы • к и • і, то осіі Е будет назы¬ 
ваться равподействуюлі,ей осей симметрии Р и Если мы 


сделаем поіюрот вокруг оси Р на угол -к^^ а вокруг осп 

2п ^ 

^ на угол — • /р то мы д.ія этого случая должны найти не¬ 
которую другую равнодействующую ось симметрии Е^ наиме¬ 
нования 7\. 

ІІО.ІОЖИМ, у нас имеются две данные оси Р и ^ нашіе- 
нованнй и 2 и их равнодействующая Е наименования г. 


В таком случае, после поворота вокруг оси Р па угол , 

все точки фигуры, кроме точек, лежащих па оси Р, пере¬ 
местятся и займут некоторое новое по.іоліепне. Тіигже новое 
положение займут и оси ^ и Р. При таком перемещеіши . 



І^авнодействующие оси симметрии 
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зти ОШ бу^туг двигаті>ся в пространстве, как обршушпще двух 
щ)ямых круглых конусов, с общей осью вращения Р: 
Положим, после вращеЕйя всех точек фигуры вокруг оси Р на 



враіл,еішл всех точек ^[жіуры вокруг оси <3 лииня пере¬ 
местится в новое положение Кс*ш только Е будет равно- 
действуюііі.ей осью сшшетрни, то ото будет обозначать, что 
вращением вокруг оси Я на ощзеделенный угол поворота 


* т .можно гіамеішгь вращеяде вокруг двух осей Р и 


г 


Такші обра;]оі[, вмест’О первого врая^ения вокруг оси Р и 
последующего вращения вокруг оси ^ мм можем произвести 
одно вращение вокруг оси Я которая, слеловательБО, мо- 
же'г быть равнодействующей только в том аіучае, если она 
после двух врапі;еиий будет паходш.’ься иа том же месте, 
какое она занимала до враи^екая фигуры вокруг осей Р и 
ІІз этого рассуікдения мы заключаем, что линия должна 




причем точка О пересечения этих осей бу- \Ѵ Т/ 

дет в то же время служить центром не- \\ і/ 

которого шара. Допустим, что ОЕ будет М ^ 
равнодействуіоіцеЁ осью для осей ОР и у 

О при условии поворота вокруг каждой 
ИИ этих осей в одну и ту же сіюрону 
на один элементарный угол, соответсівующий данной оси. 

Сделав поворот вокруг оси О Р по двжікению часовой стрел¬ 
ки (еслй смотреті> от точки Р но направлению РО) на элемен¬ 
тарный угол поворота мы переместим ось 0^ в поло¬ 
жение 0^^, в. ось ОР — в положение ОРі- Произведя вра¬ 
щение вокруг оси 0^^ но часовой стрелке на соогветствую- 



12: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 
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ОР Б иоБое положение ііриче.м раішолействуіоііщи ось 
должна ш ноложони)! Оііі снова возвратиться в свое иерво- 
нача.іьпое ноложение, т. е. совпасть с линией О В. При та¬ 
ких вращениях осп будут описывать конические поверхности, 
которые пересекутся со сферой но дугазі малых кругов, шю- 
бражеппых в перспективе на рисунке 25 нуиктиі)ом. 

Так как два круга на С(|юре нересекан/гся только і? двух 
точках, то равнодейс'ппющая ОР, нередвпнувіііись но кругу 
РР^, перпендикулярно к плоскости которого проходит осіі 
ОР, и заняв ноложение ОР^, может быті» возвращена в 
свое первоначальное положение двиікенпем по кругу, зіе])- 
пендпкулярному к оси только г. том случае, если точки 
Р и Рі будст точказш пересечения зтих кругов. 

Проведя плоскость через осп Р и Оі найдем, что два 
положения равнодействующей В и Р^ будут симметричны 
относительно этой плоскости. 

Для определения двух по.южений О В и О В^ равподейст- 
вун)щ.ей оси мы должны бы.т сделать два поворота: 1) па 

угол ^ вокруг оси ОР п 2) на угол вокруг оси 0^у 

Проведем плоскости через оси ОР и ОР и 0В^\ 

ОР п 07і{; 0^^ и ОР, а ч^акже через оси и ОВ^. 
Эти пять п^жоскостей, проходящих через центр піара, пере¬ 
секаясь с сферической поверхностью, обріізуют, в общем сл)’- 
чае, между точками Р, Р и В^ два сферических треуголь- 
ипіса РР^і и РР^^і, имеющих общую сторону Р^^, По по¬ 
строению, угол ВРВ^ =« а угол Р^іРі = Так как 

положение точек В и Р, долѵкпо быть снметрично относи¬ 
тельно дуги большого круга Р^^, а такал снмме'грпчность 
может быть осуществлена только в том случае, ес.іи угол 
ЕР^^ равен углу В^ Р а также если і В^^Р і В^(^^ Р. 
Таким образом, мы заключаем, что 


= и іЕ^р=^іР,я,Р=”- 

Если мы сделаем первый поворот вокруг оси О а второй 

Г\ 'П 2л 271 

вокруг оси ОР па углы ^ і^^йлнм некоторую 






Раішодейстиующие осп симметрии 
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равнодейстБѴЮідую ОІі\ но своему знааднніо одинаковую с 
осью Д но ванн мающую другое положение в фигуре, при¬ 
чем обе эти оси Е ш К будут раслолоікены симметрично 
отдоентельпо илоскосттт^ проходящей через даииие оси Р и 

Таким образом, .ря кая;дой пари данных осей симііечрин 
Е ж при данных углах поворота БОкі>уг дтх осей, мы 
выведем всегда две і>авнодействующие оси Е л Е\ расіюло- 
л:енные симметрично но отношению к іглоскостщ ііі>оведек- 
ісой через данные оси Р ж 

Хш ка;кдоі’о поворота іюкруг осей Р н ^ па углы 


Й ЭГ Й7Е 

-- • ш и ^ — целые числа, мы выведем 

две равподейстБтюище оси Е,пп и Е'^^щ причеас посі’ояипо 
при таком выводе будем имечъ два положения для 
каждой равподействующегт* Оба эти положения будут (:т[ме- 
тричиы по отношению к плоскости, щюходящей через оси 
Р и Из этих ,двух положений то, которое получено 
вращением вокруг первой оси, не будет соотвегствоватг/ 
истинному положепию равно действу юні^ей оси, так как 
оно отличается от ее первоначального положения* Между 
теэг, по шмой сущности равБОдействуюіцей оси, она должна 
после поворотов вокруг дандык осей оказать(мг в том же ]іо- 
доженин, в ксугором она была до начала вращения вок])уг 
осей Р ж 

Из предшествующих рассуждений мы можем вывести 
обш;ее правило нахождения положениа нары равнодействуго- 
щих осей си:\іяетрнн Е ж Е' для двух данных осей Р ж 

Для пахождепия положешя равиодейс'гвугопт.их осей Р 
и Е' проводим ][лоскость че]>ез данные оси Р н Эта 


2 


плоскость должна ддляіт» пополам двугранные углы —ш и 
—-п, нмеюище своими ребрами оси Р и Лилии зюре^ 

сечения тараней эчт двугранных углов дадуг положение 
равиодейсчч^уюлщх осей Е ж Е\ Рассзіатривая с(І>ерпческий 
треугольник Р^Д мы видим, что в общем случае і <?РР 

- - т, Зі ^Р^Е^^-п. Что касается угла РЕ то этот угол 
Р ^ ^ 

такіке должен бычъ равен -й, где ^— целое тасло. В итотч 


4 “* 
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легко убедиться, ітржняв оси Р и 11 :іа даішые, ха^іаіггери- 

:!угоищеся углами поворотов п 1!род:л!0дл !Ш- 

'Р ^ 


строения^ аиалогичнме только что оиисаішым, найдем оси 
я (/, которые и будут равподействуюіпимп для даепіііх 
осей Р н Іі 


Таким обравом, уі^лы С(І>еричеекога треугольника Р^}і б)- 
дут всегда по величине кратными лоловия олемемтармых 
Ті’лов для осей Д (> и Р, щ)ичем ка;кдая ио этих тііех осей 
будет равяодействуюіаей двух других. 


15. НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ СЛХ^ЧАІІ СЛОЖЕНИЯ 
ОСЕЙ СИММЕТРИИ. 

Наиболее простым случаем будет тот, когда пам даны две 
двойные оси симметрии, образующие между собой яекото]>ып 

угол к590®, причем - - ^ 2п или — =п, где п — целое 

чис-то. В этом случае, в качестве равнодействующей оси, най¬ 
дем ось Р"*, иерііелдикуля]>ііую к плоскости, ]іі)оходящей через 
две данные .двойные оси симметрии, Б этом легко убедитііся, 
произведя указаиные выше построеиня для пахочсдениіі ио- 
лоя{еяия равнодейетвугощей оси стметрии. 

Две дашше двойные оси симметрии, вообпщ говоря, ыогуі^ 
быть или равЕМ и,.ій не равны друг другу. Б случае их нс- 
равенепш, они долгкпы иметь равные концы, а в случае их 
равенства, разные концы одной и той }ке оси симметіши бу¬ 
дут не равны мепіду собой, 

Б случае неравенства дашилх осей, наи^іеновашіе п і)атшо- 
дейсті?угоп№Й оси симмет]»ии должно бдаь чегным числом, а 
в случае их равенства, п — нечетное число. Б очюм легко 
убедйчтіся на основании следуют.его рассуждения. 

Представим себе ось симметрии паимеповаилл щ 
и иернендакулярную к ней двойную ось симметрии ЬК Пусть 
эти оси СЕМмет])ии пересекаются в точке О- Бращая ось 
вокруг оси симметрии найдем еще п ~ двойных осей 
симметрии в том аіучае, если п будет нечетным числом, ііри- 
чем разные концы каждой ив найденных двойных осей сим¬ 
метрии не будут равны друг другу, но оси будут равны между 
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собой. Каждые две б.тижайпіие друг к друіу двойные оси 
симметрии будут иметь различные концы, наиравленные в 
одну сторону, причем равные концы будут чередоваться с 
неравными через один. этом случае при враиі,ении вокруг 
оси і” на угол, меныішй 2лг, мы пи ра.зу не но.тучпм совме¬ 
щения двойной оси симметрии самой с собой. 

Если же п — четное число, то при повороте вокруг оси 
на 180® мы получим совмещеіше самих с собой разных 
концов каждой из двойных осей симметі)ии. ІІсно, что такое 
совмеи;ение может произойти толі>ко в том случае, еСчіп сов¬ 
мещающиеся концы равны друг другу. Кроме того, в этом 
случае мы ни разу не получим совмещения двух двойных 
осей симметрии, образующих между собой угол 1с а, где к — 
нечетное адсло. 

Для иллюстрапии обоих этих случаев, на рис. 26 а изобра¬ 
жен комилекс двойных осей симметі)яи, ііі)нчем перпендику¬ 
лярно к плоскости чер¬ 
тежа в точке О проходдгг V': 
одинаковые концы осей О'г- 
мечены одинаковыми круж¬ 
ками. На рис. 26 Ь изо¬ 
бражен комплекс осей, вы¬ 
веденный из двух данных 
двойных осей симметрии, 
взятых под углом 30® друг 
к другу, в этом с.тучае, 
перпендикулярно к плоскости чертежа, через точку О про¬ 
ходит і®. Разные оси па чертеже отмечены разными кру**кками. 

Из только что изложенного )[сно, что в том случае, когда 
нам даны две двойные оси симметрии Гобра.зующие между 
собой угол мешэіпий 90®;, мы по.іучаем комплекс осей, со¬ 
стоящий из некоторого опреде.іенного киличества двойных 
осей симметрии и одной единственной оси симметрии на¬ 
именования выше чем два. Все двойные оси симметрии тако¬ 
го комплекса лежат в одной плоскости, к которой перпен¬ 
дикулярна ось симметрии высшего наименования. 

Если нам даны две оси симметрии, наименования выше 
чем два и 7^^, пересекающиеся в точке О, то мы из этих 
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дііѵх данных: выБОдем всегда такой комплекс осей сплілиуі’рпн, 
в которолс будет оиределенцое ко.ілчеетБО ]}атіых осей снлі- 
^[етрин, нанменованнл выііге чем два* В самолг деле, вратцая 
ось снмметрші вокруг осп мі^е Біішедем в обіцем случае 
осей сим^іетрии а враіцаіг ось іюкі)уг осп найдем кроме 
д^шпой егпе д — 1 осей саммеч'рпп панде іюваітпа р. Таким 
образом, в случае пахождегшя н комплексе двух осей 
тршт папмеповаііпя вы иге чем два, мы л моем дело с ком¬ 
плексом, обладающизі }іе€Ко;іі>кпми раіпгыміі осямгт тмметідпк 
причем тждая из нмеюідяхсл в комплекіч^ (н-ей стімет])вп 
будет иметь равные себе оси симхметрии, прлна^чдежаікве к 
тому же комплексу. Представим себе т^еііерь один пз таких 
комплексов осей симметрии и иололгік\[, что центр еиддетрпи 
зтого комплекса будет в то же В[>емя центром некоторого 
шара ддіаметі)а 11. Комплекс осей пересечет лоБерхностіі 
пшіш в иекоторых точках. Соединив каждые две ближапііте 
друг друіу точки дуга^ш болі>івих кругов, ііолу'шм на сфери¬ 
ческой ионерхпостп систему счІ>ерических 'греуголыпіков, вы- 
нолияюіцих данную шаровую поверхность. Ка-ждому пи во:ь 
можпых комплексов осей сим.мечриы будет сооніетствопіггь 
особая спст'ема сф>ерических трсуголг,ипкоп, причем (іблція 
совокуііпоггь таких треуго.іыіпков должпа выполнить пего 
иоверхпость сіііеры без иромежучжов. Таким образом, тюнроо 
о выводе комплекса осей симметрии из др-ух данпых осеіі 
н где^)>2 и д>2, сводится к делению поверхности 
шара па С(І№рические треуголыіпкя, вытшлнягоіцпе зту ио- 
верхдостг. без ііромеяіу'ітов. Длн болыпего удобстіві п про- 
с*тоты вывода такого делеішя новерхиостп тара на с<[ѵеі>Е“ 
ческне треугольтткп мы момсем за данные пііинятчі две ]>авпые 
оси симмет^}ии где р>2. 

Рассмотрим ігі)ежде всего тот (^.іучай, когда нам даны ,чдв 
оси симметрии паимееовапия 3, т, е, когда мы имеем как 
данные 2 П зтом случае яагпіеніэшее число равных трой¬ 
ных осей симзіетрпи будет 4, так шк, вранція первую пз 
;іпух данпых тройных осей епмметрші вокр)я^ второй данпой 
оси I/, получші всего три тройных оси, раеположепных иод 
одинаковызш углами к второй данной Крозш того, в виду 
равенства обоігх данных осей, углы зіеж.ду блпгЬ'аПіііпмл оелмп 
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должны; быть равны ді)уг другу. Так как обе данные оси 
нечетного наименовании, то мы зюжем предполож*нть, что 
разные концы одной п той же оси не равны друг другу. 
При таком предположении мы можем соединить дугами боль- 
іиих кругов только ближайшие равные между собой коещы 
нмеюниіхся в комплексе тройных осей симметрии, и в ре¬ 
зультате такого построения поверхность шара должна раз¬ 
делиться на четыре равносторонних сферических преуголь- 
і[пка, выполняющих ее без нромежутков. 

Г) с-іучае равенства между собой обоих концов одаогі и 
той же тройной оси мы получим деление сферы на 8 рав¬ 
носторонних треугольников. 

Если в комплексе будет причем п>4, то мы, про¬ 
изведя указанное выше построение, разделим сферическіо- 
ііоверхяосі'ь на п равЕіосторонних сферических треугольпиу 
ков и зти треугольники также должт.і заполнить всю но- 
веі)хность шара без промежутков. Такизі образом в :>том 
случае нам необходимо решить вопрос о том, ісакші образозі 
возмолшо разделить поверхность шара на равносторонние 
сферичесіше чреугольники так, чтобы эти треугольники вы¬ 
полнили всю поверхность С(|)е])ы без ігромежутков. 

Пре.тположпм, что мы пмеем возможность ])гі:делить 
поверхность шара па п равносторонних с(|>ерических тре¬ 
угольников. Для таіѵого деления необхо.хпмо, чтобы отно¬ 
шение всей поверхности сферы к иоверхности каждого из 
1 )авпосторонппх треугольников равнялось числу этих треуголь¬ 
ников. Обозначим 5 — поверхность каждого равпосгоропнего 
сферического треугольника. При радиусе шара іі=1, имеем 
,дія выражения поверхносттт сДіеры: 4лг; откуда 


Обозначив велиадну угла равпосторопнего треуі’ольника че¬ 
рез а, мы будем иметь для выражения поверхности равносто¬ 
роннего треугольника 

5 = Зс^ — лг. (2) 

Подставив в выражении = ;г, вместо 5 веля*шну из 
уравпеЕГия (2), получаем; 
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Решая уравдегте для щ находвм: 

(3) 

Ьп 

Заметлм, ^то л}>и выполдвшш поверхности сферм і)аіиіосто- 
ропними іреугольтіиказш пеобходдмо соблюсти то условие, 
чтобы при каждой точке ііе]>еселеішя сторон тііеуголыіпкоп, 
выполЕяюпщх сфе])у, сходллось пекоіюрое целое чябло углов 
сферических треуголіліикоі^. Это ус ловие апалвтически моя;ет 



где і — целое 'шсло* Н самом деле/ величина угла вокруг 
точки ]шша 2% при 1, а таіѵ как вежчииа каждого 
угла треуголыжка іцш той же точке равна а, то о^гсюда и 
выводим ])авеиство і 4), которое, принимая во внимание ра- 
вепстію (В), зіожет быть представлено в виде: 


Ныражение (5) мы можем рассмат]іиЕатгі шк неоиределеішое 
уравнение, в котороаі п и ^ моі'ут быть только целыми 
чнсламя* Так как кааідый угол равяостоі)Ониего сді^ерического 
треугольника меньше то отсюда следует, что ігрн каждой 
точке пересеченЕя сторон таких треуголг>гіиков должно схо¬ 
диться более 2-х уі’лов, т. е* ^>2. Для решеоияя )фа- 
внения (5) в целых н положителі^ных числах представим его 


в виде: 



(Ю 


Величина і должна быть менгліге 6, так как при ^ = 6 мы 
получим а при б тіолучіоі для п отрицательное 

яначение, что но условию рассматриітемого вои[)Оса левов- 
можно» Таким образом і может быть 3, 4 или 5, что дает 
для п следуюпще ввачешія: 


при і = В 


п = 4 
п — 8 
и = 20 . 


^ = 4 
і = 5 
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Таким образом, сферу можно вьшолнить: 

1. 4-мя равносторонними треугольникалш с углами 


3 л = 120», 


2. 8-ью равностороннпші треугольниками с углами 



3. 20-ью ])авносторошшми треугольниками с углами 


I 5* = 72». 

О 


1. Если рааделоть поверхность шара на четыре равпосто- 
])оиних сферических треугольника (рис. 27), то каждая вер- 


^иіина каждого такого треугольника 
г будет общей для трех равных ді)уг 
{•другу треугольников. Вследствие 
ртого, чеі)ея каждую веріпину будет 
[проходить тройная ось симметрии. 
‘Так как общее количество вершин 
I будет равно количеству треугольни- 
. ког>, выполняющих сферу, умножен- 
рому на 3 (соответственно числу 
( вершин в каждом треугольнике) и 
ідаіенному па число треугольников, 
ісходящихся при одной вершине, 



Гт. е. в нашем случае 3, то мы нахо,т;им, что общее коли- 
іЧеспщ точек выхода тройных осей симметрии в вершинах 
I треугольников будет 4. Если провести через одну из таких 
вершин и через центр шара прямую, мы увидим, что 
дакая прямая пересечет поверхность шара, кроме той вер- 
Чпипы, через которую она проведена, еще в центре одного 
из четырех равносторонних сферических треугольников. !> 
і^виду этого, зіы будем иметь всего 4 тройных оси симметрии, 
'с ра.зличнымп концами. Один конец каждой будет вы¬ 
ходить в вершине, а другой в центре равностороннего сфе¬ 
рического треугольника. Взяв две ближайшие из этих 4-х 
Леей симметрии и пост)тіая по изложенному выше правилу 
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нахождения равнодействующих осей, найдеііі в качестае рав¬ 
нодействующих три двойных оси симметрии. Таким обра:юм, 
комплекс осей симметрии діи ;ітого случая будет 3 4 Х^. 

2- 1> случае вытіолнения сферической новеі>хпости восемью 
с<()ерическими треугольниками (рис* 28) при каждой вере пине 
сходится 4 равнкх сферических треугольника, Такиаі обра- 
:юн, количество отдельных точек на сфере, соответсчтукиаих 
верпшоалг ч’реуголыгиков, равно 8 х 3 ■ 4 ^ 6, В каждой 
такой ве])В[ине выходит I/, причем каждая четверная ось 
симметрии имеет равные концы и тгроходит черев 2 верпіитн^т. 
Таким обра:юм, мы в отом случае имеем 3 четверных осп 
симметрии. І> качестве равнодействующих выводим 4Х^ и 
в Иоллый комплекс осей симметрии ,дія эіюго <мучая- 
определяется ЗХ^ 4Х^ 6 XI Каждая тройная ось стіме^грліі 
будет проходить через центры двух сфеі)пч 0 скпх іреуі'оль- 
пиков. Двойные оси сп^іметрпи будуч’ раскола гаті.С}і плос¬ 
костях, проведенных через две блпжайіііне одноименные осп 
симметрии, следовательпо, будут делить пополам дуги, об¬ 
разующие стороны с(1жрических треуголыткоі?. 




3. Еаіи ііазделить поверхность шара па 20 равлосторопиих 
сферических треугольников (рис. 20), то в каи;дой веріилпе 
будет сходиться 5 равных сферпііеских треугольников. Число 
вер тип будет 30 >< 3 : 5 = 12. Б каждой веріиине в уходит' 
Х^, проходящая черев две вершины. Тройные оси симметрии 
проходят через центры сферических треуголі^ников, причем 
каждая такая ось проходит через денгры двух треуголь- 
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рнпков. Двойные оси сишіе'^зии проходит через середины 
[‘сторон С(|)ерпческпх треугольников. Так как каждая сторона 
нвляетси общей для двух сферических ті)еугольников, то 
полное ко.іичество всех сторон будет равно 20 >< 3 : 2 = 30. 

виду того, что каждая двойная ось созіметішп будет про¬ 
ходить через две стороны, общее количество всех двойных 
Хісей сим.метрпи будет 15. Таким образом, общий комплекс 
осей симметрии для этого случая выразится формулой: 

6// 10 16 V- 

16. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ СЛОЖЕНИЯ ОСИ И 11.10СК0СТИ 
СИММЕТРИИ. 

і Рассмотрим теперь тот случай, когда в симметрической 
|!системе н.меется нлоскость симметі)ип и ось симмеі’і)ни, об- 
'разующая с данной плоскостью симметрия ироизвольпый угол. 
В этом случае, вообще говоря, равнодействующим элементом 
іспмзіетрпп не зіожет служить ось симзіетрии, так іѵак, вслед- 
^етвис присутствия і5 системе тглоскостн снмзіеті)ни, зіы пмеечч 
зерісальные и-зображения симмечричиых частей, не совмещаю¬ 
щиеся друг с другом путем враіи.еішя вокруг какой бы то 
ни было оси. Точно так же равнодейстаующим элезіептОгМ 
|не зюжет служить и нлоскость симметрии, так как зш пмеезі 
ррямое повторение частей симметрической системы благодаря 
•присутствию оси сизіметрпи. 

’ Такизі образом, в рассматриваемом случае равнодействую¬ 
щим элезіептом сизіметрии зюжет служить только такой эле- 
[мепт, в ксггорозі изіеется сочетание сизіметрических преобра¬ 
зований, свя:тниых с осью и плоскостью симзіетіжи т. е. 
<ось сложной сизшетіши. 

І Иоложизі (рис. 30), пазі дана нлоскость сизіметрии IIV п 
ось симметрии ОР. ^(оиуттизі, что равнодействующая ось 
[сложной симметрии действигельпо существует и пусть эта 
ось шобра:5ится линией О К, причем плоскость 80(^\ пер¬ 
пендикулярная к ОР, будет плоскостью сложной симметрии. 

Если ось сложной симметрии ОН будет действите.іьно 
равнодействующей осью, то из самого понятия о равно¬ 
действующей мы зіожем вывести следуюище зак.люченил. 
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1) Отражеияе в данной плоскости симметрии ѴѴ и вращение 
вокруг оси ОР можно ваменить одним симметі)ическим ире- 
о^ 1 )авоваилем, харакіеривующимся присутствием оси сложной 
симметрии ОР, т. е. вращеинем вокруг атой оси и отра¬ 
жением в плоскости сложной симметрии 80^\ 2) После 
отражения в плоскости симметрии ѴѴ и поворота на але- 
мептарный угол вокруг оси ОР, ось сложной симметрии ОР 
должна оказаться на том же месте, где опа была до иі)о- 
изводства симметрических преобразований. Однако, в виду 
того, что ОР — ось С.ТОЖНОЙ симметрии, опа после каж¬ 
дой, связанной с ней, симметрической операции должна отра- 
.зитьея в пеішендяку.іярпой к ней плоскости с.тожпой симме¬ 
трии, причем ее нижний конец щіиходит в совмещение с 
верхним и наоборот. В самом деле, произведя отражение в 
плоскости симметрии ѴѴ п вращение вокруг оси симметрии 

ОР па соответствуюпщй ей :>лементарпый угол повоі)ота ^ 

(где р — наименование осп ОР), мы приведем данную 
симметрическую систему из первоначального в новое поло¬ 
жение. В это Лче новое положенне из первоначального ми 
можем привести пашу систему путем симметрического пре¬ 
образования, связанного с осью атожной симметрии ОР, а 
такое преобразование содержит в себе поворот вокруг осп 
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ОЕ и отражение в плоскости 80^\ причем ]>ауные концы 
оси ОЕ совзіещаютея друг с другом. 

Отразив оси ОР и О і? Б данной нлоскости симметрии ѴѴу 
иолучйм соответственно линии ОР" и ОЕ\ Эти линии также 
будут осями симметрии, Иоверпем ось ОЕ вокрут оси ОР' 
на элементарный угол поворота, соответств^уюищй: оси ОР, 

т, е, на угол Допустим, чію ось ОІІ' ваймев после та¬ 
кого вращения положение ОЕ'\ 

Если тшсѵге отражееил в плоскости еишстрнй ЕУ Гось ОЕ 
заняла положение линии ОЕ\ которая в свою очередь после 

поворота вокруг оси ОР' на угол ~ иртила в положение ОЕ'\ 

то линия ОЕ'" должна непременно совпасть с линией ОЕ, 
т, е. служить ее продолжением по другую сторону плоскости 
симметрии иѵ. Из этого заключаем, что линия ЕЕ'" — 
ирямая. 

Проведем через две пересекающиеся в точке О линии 
ОЕ и ОЕ' плоскость. Эта плоскость ЕОЕ' будет пер- 
неідакулярна к плоскоста симметрии IIV, 1^ самом деле, 
если бы плоскость ІіОЕ' не была пертсендикулярна к плос¬ 
кости ѴѴу то, отразив в этой последаей какую угодно точку 
' плоскости ЕОЕ\ мы по,ігучили бм изображение этой тоиси 
вне плоскости ЕОЕ\ Между тем, при отражении линии ОЕ 
в нлоекостЕ ІГР мм получили линию ОЕ\ лежал[.ую в той 
же плоскости ЕОН\ Это могло быть только в том случае, 
^ес,ш плоскости IIV ж ЕОЕ' взатідо перпендакулярш»!. 

Очевидно, что, восставив перпендикуляр Оі\Г к плоскости 
ѴѴ в точке О, мы будем иметь даштю ОіѴ, находяідуюся в 
той же плоскости Е О Е\ 

В пересечении двух взашчно перпендикулярных плоскостей 
IIV и ЕОЕ' мм имеем прямую, которая будет иериеидику- 
лярна к линии NОN\ 

Еа основании оби^их законов отрагвения в зерка,тьнмх плос¬ 
костях мм имеем: і ЕОЕ" = і Ж'ОЕ*". Мы видели, что 
липни Е' О и ОЕ ~ отрезки одной и той же прямой ЕЕ', 
а линии Е'О и ОЕ'" являются отрезками прямой Е'Е'". 
Таким образом, мы имеем две прямые линни ЕЕ' в. Е'Е"\ 
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пересекающиеся в точке О, і Я'ОК = і К"' 0^\ как про¬ 
тивоположные. Кроме того, мы уже і)апыііе вывели равенство 
углов Е" ОК п Е'*' ОN\ И виду этого, мы пмсем: і Е'ОN 
^^Е^ЮN^ ІЕ"0^\ 

Опишем вокруг тонки О сферическую поверхпоегь і)а- 
диусом ОЕ. Плоскостъ ЕОЕ' даст в сечении со сферой 
лугу большого круга, н;;іобі)ажеішую па рис. 30 ол.іттсисом 
ЕN'Е'"Е"NЕ\ Проведем 3 плоскости череа .ншии 1) ОР' 
п 0N, 2) ОР' и ОЕ' и 3) ОР' и ОЕ", Оти плоскости 
пересекутся со с())ерой по дугам болі.шпх кругов: первая — 
ІЮ дуге ІѴ'Р', втоііая — но дуге Е'Р' и третьи — по дуге 
Е"Р'. 

Рассмо'грим сферические треугольники І^Р'Е' и КР'Е". 
Стюропы NЕ' л NЕ" этих треуго.іьнпков ііавпы ме;кду 
собой вс.іедствие ііавепства углов І^ОЕ' іі ]^0Е", Рак 
как линия ОЕ" получена путем вращеппя липпи ОЕ' во¬ 
круг оси ОР', то точки Е" и Е' паходятся па одинаковом 
расегоянии от точки Р' п стороны Е"Р' л Е'Р' равпы 
между собой. 1> виду того, что NР' — сторона обитая для 
обоих сферических треугольников Е"Р'N и Е'Р'N^ мы 
.заключаем о равенстве этих -ті^еугольпнков, а 'ткже и о 
равепстве углов РіР'В и Ё"Р'N, откуда вытекаеч’ 
іР' КЕ'^ іР' ]ЯЕ". Так как эти последние углы лежат 
при одной и той же точке N по одну егоропу дуги боль¬ 
шого круга Е'Е", то углы Р'ІіЕ' и Р'ЁЕ" — прямые. 
Так как .іинпя ОУ перпепдикулярпа к плоскости С/Г, то 
плоскость УР'8 перпендикулярна к двум плоскостям, а 
имеішо 1) к плоскости симметрии [IV и 2) к плоскости Е'УЕ', 
т. е. к плоскости, проходящей чере:і равнодействующие оси 
ОЕ п ОР'. 


1> виду дока:^аипого ііапее равепсччіа рассмотреппых нами 
двух сферических треугольников, мы лшт іУР' К ^=^іУР'Е". 
ирппнмая во внимание, что мы получили лпппю ОР", пріь 
изведя поворот линии ОЕ' вокруг оси ОР' па элемепта])- 


пый угол поворота 


2 ж 

— , МЫ .заключаем: 
Р 


^NР'ІІ'= іК1>'В"= I 


2 Ж 


ж 


Р ’ 
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т. е. ііоловиие :)лемеитаі)иого угла ііоію])ота вокруг оси симліе- 
трпи ОР. Вио.ше очевидно, что отраг.ив в данной плоскости 
гшімет])пи иѵ сферические треугольники и 

мм получим равные им треуголышси Х'РІІ и Р!'РіР'\ 

Из всего іилііеизложенного неиосредственно вытеісае^г способ 
нахождения равнодействующей оси сложной симметрии ОН 
путем построения, если известно относительное ііо.іо;кепие 
данных оси симмет|)пн ОР и плоскости симметрии ІІѴ. По¬ 
строение ото следующее: черел данную ось симметрии иро- 
р,одим плоскость, перпендикулярную данной плоскости симме- 
ц)ш. Проведя через центр симметрии О плоскость, перпен¬ 
дикулярную к только что построенной іілоскостті и к данной 
плоскости сшіметіній ТІ V, паходші плоскость равнодей¬ 
ствующих осей. Для определения положения ьтнх осей, в 


найденной плоскости ст’ізоим два двугранных угла ^, приняв 

за общее і)ебро данную ось симметі)ии и :кт общуло грань — 
плоскость, проходящую через эту ось и перпендикулярную 
данной плоскости симметрии. Линии пересечения ііост])оен- 
ных граней двугранных углов с илоскостыо равподейстііѵющих 
осей и будут искомыми ося>ш сложной сиюіетрии, В общем 
случае, очевидно, мы будем иметъ но крайней меі)е две 
равнодействуюнще осп сложной симметрия ОН и ОК\ В 
виду того, что эти оси образуют одинаковые углы с данноіі 
п-тоскостью спм.метр]иі ѴѴ^ мы заключаем, что и соотве'і'- 
ствующие им илоскости сложной сшсметрии 8 0^ и 5 О С/ 
будут образовывать равные двугранные углы с плоскостью ѴѴ. 

^Ітобы определить угол поворота вокруг найденной равно¬ 
действующей оси приведения данной симметричпой срг- 
стемы из первоначального положения в конеадое, рассмотрим 
перемещение какой-нибудь линии, лежащей в одной из плос¬ 
костей сложной симмеч'рии. 

Во:и>мем линию 08 пересечения плоскостей сложной сим- 
.ліетрии с данной плоскоегыо симметіши ІІѴ я рассмотрші 
се перезіещение из нервоначалі>яого в конечное. 


Поворот линии 
местит эту .ТИШІЮ 


08 вокруг оси ОР' па угол ^ нере- 
в ііо.ложепие 05'. Последующее отра- 






64 


Начала учения о сшшеірпи 


лсешіе линии 08' ь плоскости сииметрни ѴѴ даст линию 
08'\ Эта иоследняя литгия должна непременно иалодитг.ея 
н плоскости сложной снимеірин, иерпендшіуляреой к оси 
Таким образом, дуга 88" дает измерение угла попо¬ 
рота вокруг оси ОІІ\ Иринимая во внимание одинаковый 
нак-тон н^тоскостей слоиѵной симмеід}ни к данной плоскости 
сшше'грш ѴѴ^ мы заключаем, что и 5^5"^= и ^86'' и угол 
поворота вокруг оси 0/^ может быть измерен анкже и ду¬ 
гой 55'. 

17, ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ СЛОЖЕНИЯ ОСИ И 
НЛОСКОСТИ ОИЛШЕТРИИ. 

1) Дана двойная ось симметрии и плоскость симметрнп, к 
ней перпен,іідку.іярпая. 

Найдя по излолгенному выше правилу положение равно- 
дейетвуюпі^ей оси слоіклой сшіметрни, риднм, что эі'а равно¬ 
действующая ось совнадаеі’ с данной двойной осью еимме- 
_^;^трии и ее наименование будет 2, т. е. в качестве равиодей- 
ствуіопі^его элемеич’а для взаимно-перііеп,ч;икулігряых двойной 
оси 0 НЛОСКОСТИ симметрин мы получаем цент]) обратного ра¬ 
венства, Так как веяі^я ось симмеч’рии четноію паименова- 
НИЛ будет в то лее время и двойной осью сизімеч’]ши, то 
отсюда выводим следующее закжочение: 

Если в симметрической системе имеется ось симмет’ііни 
четного наименования и оернеидикулярная к пей плоскость 
сизіметрни, то Е данной симметрической системе есть ташке 
и центр обратного равенства. 

2) Дана Елоскос^ъ сиымег])ни и образующая с ней угол а 
двойная ось симметрий. 

Найдя положение равнодейстпуюз]і,ей оси слолшой симме¬ 
трии на основании изложенноі’о выше правила, выведем 
следующее общее заіаюченме: 

Если дана плоскость симметрии и двойная ось симметрий 
иод углом ск, то линия, перпендикулярная к двойной оси 
симметрии и леліаіцая в данной плоскости симметрин, будет 
искомой равнодействующей осью сложной симметрии. 









Ипды снмз(Сі'і>ііи с особой осью симмсгрніі 
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18. ВИДЫ СИММЕТРИИ С ОСОБОЙ ОСЬЮ СИММЕТРИИ. 

1\ак мы видели выше, из каждых двух данных элементов 
симметрии мы можем вывести равнодействующие элементы. 
Е(ші нам дан только один элемент симметрии, то никаких 
равнодействующих элементов, вообще говоря, мы вывести не 
може.м. Полная совокунпость элеметов симметрии, выводя¬ 
щаяся из данных элементов, называется видом симметрии. 
Для вывода всех элементов симметрии, тіеющихся в данном 
виде симмет|)ии, достаточно, вообще говоря, иметъ как дан¬ 
ные всего три элемента сишіетрии, расноложеяных соответ¬ 
ственным об])азом друг относительно друга. Если же в виде 
симметрии имеются только оси симметрии, то для полного 
вывода всех, имеюнціхся в нем, осей симметрии достаточно 
иметь только две данные оси симметрии. 

ІІ])иняв это во внимание, мы можем сделать вывод ре¬ 
шительно всех возмодіпых видов симметрии. При таком 
выводе мы будем шіеть в виду толі>ко те виды симметрии, в 
которых или совершенно нет центра симметрия или имеется 
только один центр симметі)ип. Все возможные виды симме¬ 
трия мы можезі разделить на две группы, на основании рас¬ 
смотрения имеющихся в них осей симметрии. 

1) Виды сиіяметрии, в которых имеются оси симметрии, не 
(ювмещаюіцнеся с другими осязш симметрии никакими симме¬ 
трическими преобразованиями. 

2) Виды симметрии, в которых все оси симметрии повто¬ 
ряется неско.іько раз. 

К первой группе видов симметрии относятся все те виды 
(•имметрга, в которых или совсезі не имеется осей симметрии 
наименования выше чем два или шіеется всего только одна 
такая ось. Приняв за такую особую ось некоторую ось симме¬ 
трии мы можем получить семь видов симметрии, прибавляя 
к э'гой единственной оси различные элементы симметрии 
таким образом, чтобы взятая ось не повторилась от прибавле¬ 
ния цовых элементов симметрии и не изменяла бы своего 
наименования как ось простой симметрии. 

Если мы к данной оси симметрии Ѵ прибавим плоскость 
симметрии, расположенную косо по отноіпенито к І/", то, 

12: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 5 
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отразив данную ось симліетрил в прибавленной к ней ило 1 ^ 
кости симметрии, мы получим ноБторенне взятой оси симме¬ 
трии т, е, вместо одной оси у пас будет их две, что 
противоречит поставледному нами уаювию. Повторение оси 
V не произойдет только в двух с^іучаях: 

1) Есж прибавить плоскость сизіметрпи ЖД перпенди¬ 
кулярную к взятой оси П" (рис, Ѣ1), 1> :)том случае I/, 
отразившись в плоскости симметрии, дает 
изображение, совпадающее с самой осью Хг”, 


Вид симметрии, 
соответствующий 
этому с,тучаю, мо¬ 
жет быть ]іред- 
ставлен формулой 
ГР. 





2) Г не повто¬ 
рится, если мы 
прибавим к ней 
плоскость симме¬ 
трии, ироходящую 
через самую ось 
симметрии Г. В 



Рнс. 


мои случае, иа осмоваяаи теоремы о сложении плоскостей 
симметрии, МН получим всего и Р я вид стіметрии выразится 
формулой ІТ'пР. (Случай І®6Р изображен на ряс. 32.) 

Если мы присоединим к данной оси симметрии Е" езце 
какую-нибудь ось симметрии наименования выше чем 2, то, 
при таком нрибавлении новой оси симметрии, далная ось не¬ 
пременно повторится некоторое число ра.з. Такое повторение 
оси произойдет и в том случае, есж мы к данной оси Е" 
прибавим двойную ось симметрии, расположенную косо но 
отношению к V. 

Только в том случае не нолучится повторения данной оси 
і", если мы прибавим перпендикулярную к ней двойную ось 
симметрии, так как после вращения вокруг на 180“ 
данная ось совместится сама' с собой и для такого совиеиі,е- 
нвя она должна иметі. равные концы. 
























Виды симметрии с особой осью симметрии 
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Найдя повторяюБщеся двоЙБме оси симметрии и, оиределив, 
на основании теоремы о сложении осей симметрии, равно- 
действуюіцие оси, которые также будут двойными, мы полу¬ 
чаем для этого случая вид симметрии, который выражается 
фоі)мулой Ц^пЬ\ 

(Случай ивображен на рис. 33.) 

Прибавив к это5[у последнему виду симметрии плоскость 
симметрии, нернендикулярнуіо к данной оси и вшедя 
равподействуюіцие элементы, мы получим новый вид симме¬ 
трии, выражающийся формулой: 


ГпЬЦп + 1)Р 

(Случай 6 7 Р ивобран^ен па рис. 34.) 



Если данная ось симметрии в то же время является 
осью сложной симметрии вдвое большего наименования, то 
мы выведем новый вид симметрии: 

Прибавив к этому виду симметрии плоскость симметрии, 
проходящую через ^ выведя равподейсівуіонще элементы 
симметрии, получаем еще один последний вид симметрии, 
внражаіоідийся фюрмулой: 

іэп п Ь^пР. 

(Случай 6 Р 6 изображен на рис. В 5.) 

Таким образом, при помощи прибавления к данной оси 
си^мметрии ІР плоскостей симметрии и двойных осей сим¬ 
метрии, мы можем получитв следуюище семь видов симме¬ 
трии: 

5=^ 
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\) Ѵ — одна данная ось симметрии. 

2) — данная ось и пернепдикулярпая к пей н.іо- 
скость симметрии, причем в с.тучае, если п — нечетное чи¬ 
сло, будет осью сложной симметрии второго рода наиме¬ 
нования 2п. 

3) Ь^пР — п плоскостей симметрии, пересекающихся по 
п])ямой, которая и является данной осью симметрии ІР. 

4) РРпЬ^ — данная ось и п двойні»іх осей симме'грии, к 
ней пернендикулярных и пересекающихся в точке, лежащей 
на оси ІР, 

5) 1) Р — 71 плоскостей симметрии, пересека¬ 
ющихся в данной оси симметрии 7/; одна плоскость симме¬ 
трии, перпендикулярная к этой оси и 7г двойных осей сим¬ 
метрии, являющихся линиями пересечения виаимно-пеі)ііеп- 
дикулярпых плоскостей симметі)ии. 

6) Рви — одна ось СЛ05КН0Й сиімметрии иаимеповаішя 2п. 

7) ЦппЬ^пР — п двойных осей симметрии, перпен¬ 
дикулярных к оси сложной симметрии п плоскостей 

симметрии, пересекаіоііціхсл в оси и делящих пополам 
углы между двойными осями симмеч’рии. 

Все эти семь видов симметрии об])азуют одну п — то¬ 
нальную симметрическую систему. В зависимости от пішме- 
нования данной оси симметрии мы мокнем вывести различ¬ 
ные симметрические системы. Таким образом, первая группа 
видов симметрии образует бесконечный ряд симметішчесішх 
систем. При п = 1 мы получаем мояогопальпую симметри¬ 
ческую систему; при п = 2 — дигона.іьпую; при п = 3 — 
тригональную; при п = 4 — тетрагональную и. т. д. 

19. ВИДЫ СИММЕТРІШ БЕЗ ОСОБОЙ ОСИ 
СІШМЕТРИИ. 

Рассмоті)им теперь те виды симметрии, которые характе¬ 
ризуются отсутствием осей симметрии, не совмещающихся с 
другими осями симметрии. К такчім видам симметрии отно¬ 
сятся те, которые были выведены нами при рассмотрении во-, 
проса о выно.тпепии сферической поверхности равносторон- 












Виды симметрии без особой оси симметрии 


69 


I пими сферическими треугольниками, а именно следующие 
I виды симметрии: 

1) 3 4 — три равные и взаимно-иернендикулярные 

двойные оси симметрии и четыре тройные оси симметрии, 
образующие, с ближайшиіш двойньпіи осями симметрии, углы 
в 54® 44' 08". 

2) 3 4 I/® 6 — три равные и в;іаимно-ііерненликуляр- 

ные четверные оси симметрии, четыре тройные оси симме¬ 
трии, образуюпще с ближайшими к ним четверными осями 
симметрии углы в 54® 44' 08" и шесть двойных осей сим- 
метіши, образующих с ближайшими тройными осядш симме¬ 
трии углы в 35® 15' 52" и делящих пополам уг.та между 
каждыми лвумя ближайіпими к ним четверными осями сим¬ 


метрии. 

3) 6 10 X® 15 — шесть пятерных, десять тройных и 

пятнадцать двойных осей симметрии. В ка;кдой плоскости, 
проведенной через две б.іижайшие друг к другу двойные 
оси симметрии, будет находиться всего 5 двойных осей сим¬ 
метрии, расположенных иод углами в 36® друг к другу. Пер- 
ііендаку.іярно к каждой іі.іоскости двойных осей проходит 
пятерная ось симметрии. Угловые расстояния между б.іи- 
жайшими друг к другу разноименными ося>ш симметрии еле- 
дующие: ^ 5 , ^ 


и: и = 37® 22' 32" 


І®:І>® = 20®54'21" 


Принимая во внимание, что двойные оси симметрии делят 
пополам углы между ближайшими одноизіепными осями сизі- 
метрии, мы находим угловые расстояния между б.тияшйшими: 

= 63® 26' 14" 

Х»:Х» = 41® 48'42" 

Если мы, к совокупности элементов симметрии одного из 
только что перечисленных трех видов симметрии, прибавим 
плоскость симметрии, не проходящую через две оси симмет¬ 
рии, или прибавим какую-нибудь новую ось сизьметрии — мы 
в обоих с.тучаях, выводя равподействуюпще элементы сизс- 
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ііетрии, придем к высшей возможной симметрии, выражаю¬ 
щейся г|)ормулой: сю X® сэо Р. 

Шар — едидетвенпая ііроетрааегвениая геометрическая 
фигура конечных размеров, обладающая этой снммеч’рией. 

Имеется единственная возможность дрибавлешыі новых 
элементов симметрии к одному ш гііех описанных видов сим¬ 
метрии без перехода к симметрии шара, а имелно, различаіііе 
случаи прибавления илоскоетей симметрии, проходящих через 
данные оси симмеа^ши. Рассмотрим эти случаи каяѵдый в 
отдельности. 

К первому виду симметрии 3 X® 4 X® мы можем прибавить 
плоскость симметрии двояким образом: 1) нроведя плоскость 
через две двойные оси симметрии л 2} проведя плоскость 
симметрии через б.іижай[]іис двойную и тройную оси симме¬ 
трии. 

В первом с^тучае мы получим вид симметрии, выражающийся 
формулой: ■ 3 ІМ X» 3 Рс. 

Ио втором случае получается вид симметрии: 

3 XI 4 Х« 6 Р. 

! Ірибавлеіше к 3 X* 4 X® 6 X® плоскостей симметрии, ирохо- 
дяищх через какие-нибудь ближайиіие оси симметрии, дает 
всего только один вид симметрии, выражающийся (|)Ормулой: 

3 ХМ Х^ 6 X® 9 Рс. 

Точно также и для 6 Х*’ 10 Х^ 15 X® получаем единственный 
новый вид симметрии: 6 Х° 10 X® 15 X® 15 Рс. 

Таким образом, мы получаем всего следующие семь видов 
симметрии: 

1)ЗХ*4ХЗ 2)ѣЬиі^Рс 3;ЗХПХ«6Р 

4; 3 ХМ X» 6 Х“ 5) 3 ХМ X® 6 ХМ Рс 

6} 6 X® 10 і® 15 X® 7) 6 X® 10 X» 15 ХМ 5 Рс. 

Эти семь видов симметрии мы можем разделить на две 
симметрические системы, взяв :щ признак такого разделения 
количество тройных осей симметрии. 
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I. Тетраэдро-октаэдрическая симметрическая система, со¬ 
стоящая из 5 видов симметрии, кал:дый с четырьмя трой¬ 
ными осями симметрии. 

II. Икосаэдрическая система, состоящая из 2-х видов, каж¬ 
дый с де» ятью тройными осями симметрии. 

Названия симметрических систем в этих случаях произво¬ 
дятся от названия тех правиліѵных многогранников, которые 
обладают соответствующими осялш симметрии, являющимися 
характерным признаком системы. 

20. ПОДЧИНЕННОСТЬ ВИДОВ СИММЕТРИИ. 

Как мы уже видели при рассмотрении свойств осей сим¬ 
метрии, ес.іи число выражающее наименование оси 
может быть разложено на целые взаимно простые множители 
т. е. т р • (I.,, ^ то данная ось симметрии И' будет в 
то же время осью наименования т: р\тр: ^тр: .. и 

т. д. Нанример: будет не только осью симме- 

ті)ии наименования 24, по в то же время и і®, 

и Таким образом, в оси 1?^ как бы закіючается 7 
осей симметрии, соверніеипо определенных наименований; 
такое соотношение между осями симметрии мы будем назы¬ 
вать иодчиненностью одних осей симмет])ии ді)угим, и можем 
скаттіэ, что подчинены шесть, перечисленных выше, осей. 
Что касается осей сложной симметрии, то соотпошепия нод- 
шінеяяости зіежду ішми были уже выведены раньше. 

Если мы будем с точки зі)спия подчинеппоста рассмагри- 
вать оси симметрии простой и сложной, то увидим, что 
комбинация где V является подчиняющей для 

так как в этой комбинации содержатся все те симме¬ 
трические преобразования, которые хараіггеризуют і?„. 

Как пример мы можем взять Щ и Ь^Р. Из произвольной 
точки, взятой па расстоянии а? от и у от нлоскости слолс- 
ной симметрии, мы выведем всего 6 точек, находящихся в 
двух плоскостях, перііендикуля])пых і®. Из анаюгичной 
точки, находящейся на расстоянии х от и на расстоянии 
у от Р, при ПОМОШ.И комбинации этих двух элементов сим¬ 
метрии, получается 12 точек, лежаііціх по 6-ти в двух плос- 
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КОСТЯХ^ перпендикулярных Ь\ Совместив с и плоскость 
сложной симметі>ш с Р, увидим, что 6 точек из 12, иолу* 
ченЕых пре помопщ совпадут с точішш, ;^уведенными 

и])й помощи Хі, 

Заметим, что ХІ и Х®Р могут существовать самостоятельно, 
представляя собою определенные виды си^ііметрии. 

Таким обрш^ом, понятие о иодчиненности мы можем рас¬ 
пространить и па различные виды симметрии* ІІодчипя[ощи:ѵг 
видом симметі>ии мы будем называть такой, в которолі со- 
дерліатся все олемепты симметі)ни подчиыелпоі’о ему вида 
симметрии, причем аналогичные элементы симметрии подчи- 
иенЕОго вида должны иметь в подтаняющем то ліе н]) 0 - 
странственяое взаимоотношение, какое они имеют в подчн- 
пенном виде симметрии. 

Рассматривал с :этой точки з})елия виды симметрии ])аз- 
личных сишіетрическпх систем, мы ри;ізм, что все они под¬ 
чинены симмегрии шара. Кроме того, ііринлв во внимапие 
самый способ вывода одних видов симметрии из других пу¬ 
тем прибавления к исходным осям сищіетрии радличпых эле- 
ііентов симметрии, мы моліем заключить, что все виды сим- 
гііетрии данной симметрической системы подчинеды он])еде- 
лепным видам симметрии той же системы, а также и неко¬ 
торыж видам симметрии дютих систем* 

Для примера определим, какие виды симметрии подчинены 
виду еи^іметрпи: 3 X* 4 Хі 6 Х^ О Рс. Сове]ппеппо ясно, что 
этому виду симметрии подчинены все виды симметрии тетра¬ 
эдро-октаэдрической симметрической систеліы, кроме того, все 
виды симметрии моногональной, дигопальной и тригоналі>ной 
систем, а также 5 видов симметрии тетрагопадыюй симме- 
т]}ической системы, пе содерлгапщх Х^. Виду стгметі)им 
Х®бХ®7Рс нодчипены все виды симметрии моногопальпой, 
дигональной и тригоналі^ной сюіметрических систем и, кроме 
того, 5 видов симметрии гексагональной симметрической си¬ 
стемы, не содержащих Х®^, 

21* ПРОСТЫЕ ФОРМЫ* 

Простой (|юрмой называется такая геоме'Гі>ическая про- 
странствепнал «Ііигура, состояііщя из плоских граней, в к(ь 
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торой все грат связаны друг е другом некоторыми элемен¬ 
тами сйммет]} 0 и. Таким образом, грани простой формы мо¬ 
гут быть выведены из данной соБОісунности элементов *сизі- 
метрий и одной плоскости, одределенного положения но ог- 
Еотению к данным элементам спзіметрии. Из этого мы мо- 
втішести заключение, что если нам дана возмояіная 
совокупность элементов симметрии, т. е. еати мы имеем, как 
жданное, некоторый вид стгметрни, то мы всегда можем, взіш 
некоторую плоскость в пространстве, ііо.жучигь определетшуіо 
і^)остуіо форму. 

‘ Ес.ти плоскость, взятая для образования простой формы, 
:;расіголожена косо по отношению ко всем элементам симме- 
‘трип, и не пересекает неравных осей симметрии на равных 
і'расстояпиях от центра, то выведенная из нее пространствен¬ 
ная фигура получает наявание простой обіцей формы для 
.даппого вида симзіетрии. 

. Еаіи же взята для обравования простой формы плоскость, 
йіара.глельиая и.іи перпендикулярная к некоторым элементами 
■симметрии, или, иакоиец, пересекаюві;ая неравные оси сим¬ 
метрии на одинаковых расстояниях от цені'ріц то получен¬ 
ная фигура иредставляет собою частный случай простой 
^ормы. 

Для получения простой (І)ормы, при помощи элементов 
:Шмметри данного вида и одаой даітой плоскости, иеобхо- 
димо подвергнуть эту плоско сті* тем симметричесішм пре¬ 
образованиям, которые обуславливаются данными элементами 



I Простые формы і^іогут представлять собою как замкнутые 
даострапствепцые фигуры — некоторые іявогограннвки, так п 
йеза>гкнутые фигу]>ы, образованные плоскостями, неограни- 
4епно продолікаіощимися в одпом и-ти нескольких направле- 
даях. 

Рассмоті>ші теперь простые формы, которые мм можем вы¬ 
вести для разных видов симметрии различных симметричесЕих 
систем, яриче^я для образования простой формы возьмем плос¬ 
кость, не проходяпгуіо через центр симметрии данного вида 
и де совпадающую е осью или нлоскоетыо симметі^ии, имею- 
^цихся Б рассмат])ИБаемозг виде симметрии. 
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22. иРОСТЫЕ ФОРІШ Б Й-ГОНАЛЬНОЙ СИММЕТРИ- 

• ^ІЕСКОЙ СИСТЕМЕ. 

Прежде всего рассмотрим простые (|іО])мы для общего с\ту- 
чал симііетричеекнх систем первой группы, а имепно д^ял п- 
гонаиіьноЁ симметрической системы при сх> > > 2. 

Еати у пас ммеетсл б впде симметрии всего толііКО одна 
осъ симметрии паименования «, то из косой плоскости, 
вращепие^Е вокруг оси X”, ъѣі вьтедем еще (п — І ) плос¬ 
костей, а вместе с дапиой получим всего п плоскостей, 
пересекаюідихея в одной точке, ііаходяиі,ейея на оси симме¬ 
трии Ь\ этом случае получается незамкнутая простая 
форма, представляющая собою мпогограішый угол с п рав¬ 
ными плоскими углами и осью симметрии, !іроходлпі.ей в вер¬ 
шине этого угла. Такая простая форма называется Бообгце 
ішра^шдой (от греч. жѵда^іід) и следовательно простой об¬ 
щей формой д,тя вида симметрии X” мы будем иметь то¬ 
нальную пирамиду. Слово л-гональный образуется от іще-^ 
ческого слова гопос (убѵод) угол: для обо:шачепия числа п, 
\піотребляются таійке іу)еческие. числительные: моно — (^бѵо-) 
одап, ди (дС-) — два, три {гдС-) — три, тетра ~ ( атда) 
четыре, пеита — (ліѵга) ияіТр, гекса — іпесть и т. д. 

Таким образом, например, (рис. 36^/) гек- 
сагопа^ньной пирамидой мы будем называты 
такую простую 4я>рму, которая состоит ітз . 
6 плоскостей, пересекающихся в одной 
точке, находящейся на оси симмет[)ии. : 
Белн мы пересечем >г-гопЕШ>пую пира-^ 

/.\ МИДУ плоскостью, перпепдикулярною к оси^ 

й / ') X”, то Б сечении получится пі>авиліяііі 

«-угольник, папр. в случае гексагопаіьноі 
расГзе пирамиды получим шестиугольник — гек-] 

сагон (рис. 366). 

Кроме простой общей фор>гы, мы можем получить для вида! 
симметрии Х’^ еще две частим простых формы, а именно] 
1) «-гонМЕѵнуіо призму, ес.ш возьмем плоскость, парахіел 
ную X” и 2) гемипипакоид, взяв плоскость, перпендакулярпую] 
к дайной оси Х’*. Обе эти простые формы — незамкнутые;! 
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ІІризмой (ж^Сбаа) называется простая г1>орііа, ооетоян^ал ш 
граней, пересекаюіцжхся в ііара*ілельных ребрах* Б зависи¬ 
мости от зшогоугольиніац получаюпі:егоея в севеиии призмы 
плоскостью, перпендикулярной к осп призмы, М.Ы моа^езі иметь 
различные призмы, совершеішо аналогично тому,|№]к мы ото 
видели для пирамид. Иа рис. 37 изображена для примера 
тригона.тьнаіі призма. 

Название гемининакоид также проиеходаг от греческих слов: 
(4иб-) ге^[и — половина и {ттіѵакондт^д) пидакоид — имеющий 

__ вид доски, т. е. простая форма, 

состоящая только из одаой іілос- 
кости, а пинакоид — еостояпщя из 
параллельных плоскостей. 

Для вида симметрии, БЫ|)а.жаіощ^е- 

.гося формулой Ь^Р мы получаем 

в качете простой обіі^ей формы 
*'*^'^* ^мональпую дипирамду, т, е. такую 

(|>игуру, которую можно рассматривать, кіік совокуипость 
двух равных пирамид, приче^і вершины д^тx ттирамц?!, обра¬ 
щены в прямо нро'гивонолоашые стороны, а грани олпой 
пиі)амиды являются зеркальными изображениями граней 
другой. Таким образом п-гональнал дипиразшда п|іедста- 
вляет собою замкнутую простраиственпую фигуру -— много- 
грапппк, каждая грань которого — равиобедрепный треуголь¬ 
ник, причем все грани р^іЕпы друг Другу, На ушсуике 38 . 
изображена тригональная дипирамида. 

Многогранник по гречески носит название по^лиздра (жо- 
т, е. тела, обладающего многими (лоіѵ) гранями 
{ёд(іа). Иолиздр, грапп которого равны друг Другу, назы¬ 
вается пзоздром, т, е. равнограиыиком от гречесішх слов 
(Ібод) изос — равный и (вд^и) одра'— грань. 

Кроме простой общей формы, дая вида симметрии Ь^Р 
мы имеем еще частных Сѵігучая простых фоі)м, а именно: 
1) пинакоид — если взята грань Берпендикулярная к оси 
X” и, следовательно, параллельная илоскости симметрии 
и 2) зг-тональная призма, если взять для обршования 
простой формы грань, параілельиую н ггерпеидикуляр- 
ную Р. 
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Для вида симметрии ѴпР мы, в качестве иростой общей 
формы, получаем ди-п-гональнуіо пирамиду. Эта пиразіида лает 
в сечении с плоскостью, перпендикулярной к оси і”, много¬ 
угольник, носящий название ,хи-п-гона. Такой многоугольник 
имеет все стороны равными между собой, а углы равные че¬ 
рез один. Простейшим случаем ди-п-гоиа, при п ^ 2 будет 
ромб. На рисунке 39 а изображена дитригональная ігарамида, 
а па этом же рисунке Ъ ;ілтригон. Для ііості)ое!іия ди-п-гона 
можно ігримеиить такой способ: бе¬ 
рем правильный 
п-уголі>пик, или 
п-гон,и вписываем 
его в окружность. 

Проводим из цеи- 
тра п-гопа ра¬ 
диусы, перпенди¬ 
кулярные к его 
стоі)онам. Отло¬ 
жив на каждом 
таком радиусе некоторый отрезок, больший расстояния сто¬ 
роны от центра и меньший, чем длина і)алиуса, получаем п 
точек. Соединив эти точіш с ве])шиназіи ?г-уголі,иика полу¬ 
чим ди-п-гоп. ^Ідя примера на рис. 40 игюбраисены: а) ро>[б, 
Ь) тригон и построение дитригона, с) ;іитригои. А) дитетра- 
гои. 




Рис. 39. 


Рис. 40. 


Если мы возьмем для обра:ювания простой формы г])ань, 
перпендикулярную і”, то получим гемипипакоид. Если взять 
грань, параллельную X” и не перпендикулярную к Р, то по- 
.тучается ди-п-гональная призма. Грань, перпендикулярная к 
Р и не параллельная X”, даст п-гопальную пирамиду и, на¬ 
конец, грань, параллельная X” и перпендцку.іяряая Р, обі)а- 
зует п-гона.іьпуіо нри:зму. Таким образом, для :)того вида 
симметрии мы получаем сле.туюііще простые формы: 

1) ди-гг-гонаіьнал пирамида — простая обіцая форма, 

2) гемипинакоид, 

3) ди-п-гонаіьная П])изма, 

4) п-гопальпая пи|)амида. 

5) п-гонаіьная призма. 













^ Простые формы в ;<-гоиальыой симметрической системе 77 

Нз таких (І^орк/на рисунке 41 изобра/кеыа дитригональыая 
призма. -.-г 

Для вида к!им)іетр™х”;гЬ- простой общей (1)ормой будет 
служить зіщк^іутал п^страпстаенпая фигура — ди-п-гональ- 
иый трапецоэдр. На ряс. 4 2а изобра;кеи 

..-. дитригональпый трапецо- 

'т-'і эдр. Кя/кдая грань этой 

і формы буде^г трапеца 

^ (г^илса^юѵ) (рис. 42 Ь), 

I т. е. четыреугольник с 

... . . - — і . ^ двуіМ я неравными и двумя 

Рис' 41 ДРУ^' другу сто- 

* ])Оиазш. Одна из диаго¬ 

налей такого четыреугольника делит его па два неравных 
друг другу треугольника, нз которых один будет равнобе¬ 
дренным, а другой с тремя неравными друг другу сторо¬ 
нами. 

Частные случаи простых форм для этого вида симметрии 
будут: 

1) пинакоид, еаіи грань перпендикулярна і”: 

2) ди-и-гональпая призма, если грань Ц і” и не Л. 2/-; 

3 ) г^-гона.іьяая призма, еаш грань Ц і" и Л. 

,^ля вида симметрии получаем в качесчъе 

простой обп^ей формы ди-м-гоиальую дишграмиду. На рис. 43 
изобразкена дитриі'Оііальпал дииирамида. 'Іасѵгные 
формы будут: 

1 ) пинакоид, ес.іи грань ; 

2) ди-п-гоиаіьная призма, еаіи грань || и 
не перпендикулярна к Р или 

' 3) п-гоиаіьная призма, ес.іи грань Л_ 

' 4) п-гональнал дипирамида, если грань пер- 

I пепдикулярна к Р, проходяпі;ей через ось Р^ но не ііер- 
I пендикулярна к 

Для вида симметрии Р 2 ” простой обпі;ей формой будел’ 

I служить 2 п-гонаіьный дидельтоэдр, как например, изобра¬ 
женный на рис. 44 а дитетрагона^льный дидельтоэдр. Эта за.м- 
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кн)^тал простая ііюрма ~ ивоэдр, граші которого дидел і»ты. 
Дидельтой (дідвіш, рис. 446) называется четыреугольшш, у 
которого каждая сторона имеет себе равную и пересекаю¬ 
щуюся с ней сторону. Таким образом, дидельту- можно раз¬ 
делить одной из диагоналей, изобрагкенной на рис, 446 
пуііктирозі, на два неравных зіеліду собой раБігобедрешіга.х 
треугольника. Другая диагональ дидельты деотт ее на два 
равных друг другу, но в общем аіучае, у./Кв неравносторон¬ 
них треугольника, В частном случае, сс'ли п = 3, мы полу¬ 
чаем дидельту с равными друг другу сторонами, т. е, ромб 
и, благодаря этому, гексагональный дидельтоэдр получает на¬ 
звание ромбоэдра (рис, 45,) 



Рнс. 4Й* 


РйО. 4Гч 


Рис, 44- 


Кроме простой общей формы для этого вида сшгметрин 
мы имеем еіде: 

1) нинакоид, если грань X іа"»; 

2) 2-п тональную призму, в адучае если грань || ІЛ» 

Для вида симметрии Ь^п'^іРпЬ^ простой обіцей (|)ормой 

будет оужить ди-2п-гона,^іьный скаленоэдр — взоэдр, каждая 
грань которого — скалена (от греч. бшіт^ѵбд — косой) ~ 
в общем случае косюуголіліый треугольник. На рис. 46 изо¬ 
бражен дигексагональный скалено; ідр. Частные простые фор¬ 
мы будут: 

1) нивакоид, еСчіи грань ; 

2) ди-2гг-гональная призма, еаіи гранію || по не нер- 
нендикулярна ни к ни к Р; 

3) 2?г-гооа.ііьная призма, если грань |[ и перпендику¬ 
лярна к или к Р: 
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4) 2п-гопальпал ииралшда, еаш грань не иараілельыа 
но Р, или обра:зует равные углы с двумя блилсайиіими 
плоскостями симметрии. 

*' Церечис-іенпые выше простые формы получаются с оди¬ 
наковыми основпымп наименованиями, если п > 2. Каікдый 
вид симметрии мы вообще будем в дальнейшем называть со- 
Іответствепно названию простой общей формы, характеризу- 
иощей данный вид симметрии. 

I Простые формы п - тональной симметрической системы, 
получающиеся в зависимости от положения исходной грани, 
^зятой для образования (|)ормы, сведены в таб.іице Л/ 1. 

I Для соответственных видов симметрии всех ?г-гональпых 
^симме'грических систем мы получим названия, отличающиеся 
одно от другого только числительным, определяющим п для 
^^аппой системы. В случае, если п равно 1 или 2 мы нолучаем 
Соответственно две системы: 1 ) нри п = 1 — моиогопа.іьпую сим- 
метрическ7Ю систему и 2) Щ)и п = 2 — дигопальпуіо симметри- 
іческую систему. Для видов симме'грии этих двух систем мы 
будем иметь некоторые простые общие формы совершенно 
другого вида и нсишаиия, сравнительно с (|юрмами м-гона.іь- 
ной симметрической системы при > 2. Кроме того, самое 
Ірколичество видов симметрии в мопогопаіьпой симметрической 
[системе уже не 7, а только 3. Перейдем теперь к рассмот¬ 
рению видов симметрии и простых форм моногона^льной сим¬ 
метрической системы. 

23. МОНОГОНАЛЬНАЯ СИММЕТРИЧЕСКАЯ СИСТЕМА. 

Для получения видов симметрии моногональпой сизіме- 
гцжческой системы мы вводим то особое условие, что высшее 
наименование оси симметрии должно быть единица. Введи 
^’акое ус.іовие, ^[ы, из 7 видов симметрия м-гональной симме¬ 
трической системы, должны нрелсде всего совершенно от¬ 
бросить те 3 вида симметрии, в которых имеются двойные 
оси симметрии. Кроме того, два из оставшихся четырех видов 
^симметрии, а именно оба вида симметрии, в которых имеются 
Носкости симзіетрии, становятся тождественными и, таким 
І^образом, получается всего три вида симметрии, образуюище 
данную систему, а именно: 
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1) — отсутствие эле^іентов симметрии, так как ось симме¬ 
трии наименоваинл единица равнозначна отсутствию всякой 
симметрической операции* Б самом деде, ясно, ^іто поворот 
какой угодно фигуры на 360'^ вокруг какой угодно пряной 
приведет данную фигуру в первоначальное нодожение, так 
что отсутствие всякой симметрии может быть представдено 
в виде символа оо і' ; 

2) Р — одна единственная ндоскость симметрии: 

3) € — центр обратного ізавеисгва и.іи оо 

ІІсно, что простой обіцей (|юрмой для первого случая, 
характе])изуюіи,егоея отсутствием элементов симметрии, и ири- 
* том вообще едипстБеЕпой возможной простой формой, будет 
^ аіужить гемиішнакоил, так как каждая грань любого по- 
ло/кения не будет і[Овторят[,ея в виду отсутствия эленеитов 
симметрии* 

Для вида симметрии Р, грань, расиоложецная косо но 
отношению к плоскости симметрии, отразившись в втой ио- 
следпей, дяс"г еиі,е вторую грань, пересекающуюся с данной 
по прямой линии, лежащей в плоскости 
симметі)ип. Таким образом, для этого 
вида симметрии мы получаем простую 
, общую форму, состоящую из двух пере- 
секаюищхсн между собой граней и на- 
'зываемую гемитірнзмой, т, е* полуприз- / 

дюй, в виду того, что эта форма пред- --. 

етавляет собою половину ромбической 
. ігризмы. Так как в этом виде симметрии совершенно не 
^ имеется оси симметрии, то и простая обіцая форма, для 
этого вида, получает назвапие геашнризмн без оси (рис* 47), 
I Взяв і"і)ань, параллельную Р, мы по*іучим, в качестве простой 
Іф0])мы, липакоид, а грань, перпендикулярная Р, даст геаш- 
іішнакоид Таким обраяоац для этого вида сидсметрии лін имеем 
3 простые формы: 

1) гемиііризма без оси (простая обща}г ({^орма): 

2) пинакоид, ес*тй грань Р; 

' 3) гемштинакоид, ес*т грань Л Р* 
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Для вида симметрии, характеризуіопі;егося центром обрат¬ 
ного равенства с, мы получаем одну единственную форму, а 
именно пипакоид. 


24. ДИГОИАЛЬНЛЯ СШІМЕТРИЧЕСКАЯ СИСТЕМА. 



^інальная система, имеет 7 видов симзіетрии. Рассмоті)им те- 
нері^ простые формы для этих видов симметрии: 

1), для вида симметрии мы получаем в качестве просггой 
общей формы гемиприэму, пі)ичем эта гемитіриіша, обладая 
получает название гемипризмы с осью (рис. 48). Кро.ме того, 
мы имеем еще две простые формы: 

1) гемипипакоид, еати грань 

2) пинакоид, если грань || 

Для вида симметрии Ь^Рс мы имеем в качестве пі)Осі’Ой 
общей формы ромбическую призму (рис. 49), так как каждая 


косая по отношению к // 
и Р грань, после враще¬ 
ния вокруг даст новую 




/ 


грань, которая вместе с ^ 
исходной даст пару гра- \ 


/ 


/ 


. . . . ** пей. Эта пара граней, \ 

отразившись в плоскости 
Рис. 4 в. симметі)пи, перпендикуляр- 
пой к Р*, даст еще пару 

граней, причем все четыре грани простой формы будут пересе¬ 
каться между собой в параллельных ребрах. Сечение этой 
формы плоскостью, перііендикулярпой к ребру пересечения ее 
граней образует в общем случае ромб. В частном случае, еаіи 
отрезок, образуемый взятой гранью по равен отрезку < 
перпендикуляра, опущенного из центра симметрии на ребро ; 
этой формы, мы получаем ромбическую призму с квадратным I 
сечением. Кроме простой общей формы, мы имеем еще только , 
одну, возможную для этого вида симметрии, простую форму, | 
а именно пинакоид. Пинакоид выводится всякий раз, когда ^ 
взятая для обі>азования простой (|)ормы грань будет пер¬ 
пендикулярна или пара,оельпа ЬК 
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Рис. 50. 


Рис. 51. 


Для Бвда СБШііетрни 2 Р простой общей формой служит 
ромбическая пирамида (рис. 50). Кроме этой формы, мы 
можем вывести еще следующие простые формы: 

1) грань _1 Ц' — гемииннакоид; 

2) грань Р и II — пинакоид; 

3) грань X Р, но не параллельна — геэщдришіа; 

4) грань но не перііепдику.мрБа Р — ромбическая 
ітрия:ііа. 

)^ля вида симметрии ЗЬ^ простой обп^ей формой служит 
ромбический с(])еноид (рис. 51). Сфеяондами мы 
назБіваем (от греч, б(рі^ѵ — кшя и ёь$од — вид) 

замкнутые простые фор- 
л[ы, состояпще мэ четы¬ 
рех граней, ъ е. четн- 
рехграннЕкн^ грани ко¬ 
торых пезіравильпые 
треуголі>ники. Кроме 
простой общей формы мы имеем следтюзіще частные случаи: 

1) грань ± — пинакоид; 

2) грань по не перпендикулярна пи к одной из двух 
других — ромбическая призма. 

Простая общая (Ішрма, для этого вида симмет^знж, получает 
пазваппе ромбического сфеноида благодаря тому, что се¬ 
чения ОТОЙ формы плоскостяш, проходяпщми через две двой¬ 
ные оси будут ромбы. 

Для вида симметрии 8 В Рс в качестве простой общей 
формы мы получаеіч ромбическую дипирамиду (рис. 52). Кроме 
того, ъш будем иметь; 

1) грань ^ ішнакоид; 

2) грань ± Р ЯШ II Р, но не перпендикулярна пи к одной 
из “ ромбическая 
призма. 

Для вида симметрии 
в качестве простой 
общей формы имеем 
тетрагонаіьный сфе- 

Рпс. ноид (рис. 53), грани 5 а. 
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которого — равнобедренные треугольники, а шоскость, про¬ 
веденная через центр симметрии фигуры, дает в се¬ 

чении с поверхлоетыо фигуры тетрагон, или квЕнДрат. К];оме 
простой общей формы мт имеем следуюище частные случаи: 

1} грань А-Ь\ — ііинакоид; 

2) грань II Ь\ тетрагональная призма. 



Рис. 

1} грань 

2) грань 

3) грань 

4) грань 

5) грань 


Для вида симметрии 2 2 Р в качестве 
простой общей ())Ормы имеем дитетрагодалгі- 
пый скаіеноэдр (рис. 54). Сечение, нрове- 
деиное че])е:і цептр симметрии (|)игуры X Х^, 
будет дитетрагон. 

Кроме того, л-тя этого вида симметрии мы 
имеем следующие просі’ые фо])мы; 

X Х| — пилакоид; 

XX* — тетрагопатьная призма ; 

Р и Ь\ — тотрагоналЕіная призма; 

.X Р, по не I X* — тетрагональный сфеноид; 

1 Х®, по пе не X Р — дитетрагопальная призма. 


Простые фор.мы моЕогональной и дигональной симметри¬ 
ческих систеі[ для удобства общей ориентировки сведепы в 
прилагаемой та(Ілице М 2. 


25. ПРОСТЫЕ ФОРМЫ Б СІХММЕТРИЧЕСКИХ 
СИСТЕМАХ С НЕСКОЛЬКИМИ ТРОЙЫЬШИ 
ОСЯМИ СИМІІЕЙИИІ. 

Простые фоі)мы этих систем будут исключительно ’.ті- 
кпутыми простыми формами, т. е. каждая простая форма будет 
некоторым многогранником. Каждый вид симметрии обоих 
рассмат]жваемых симметрических систем содержит несколько 
равных осей симметрии оанмеповапия выше чем 2. Если мы 
возьмем грань, перпендикулярную в одной из таких осей 
симметрии, то вообще мы выведем некоторый правильный 
многогранник. Каждый иравильпый лшогограпник мы будем 
называть, просто ука.зывая чис.іо его граней. Таким обра¬ 
зом: 
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1) Додешодр ~ двенадцатигранник — нроетал форма* 
грани которой пернендикулярны к Ц" в обоих видах симме¬ 
трии иішеаэдрической симметрической системы* Каждая грань 
додекаэдра правильный нятиуголі,пик (рис, 55). 

2) Гексаэдр — шестигранник — куб — правильный много¬ 
гранник, грани которого пернендикулярны к или Ц' в 
тех видах симметрии тетраэдро-октаэдрической симметриче¬ 
ской системы, в которых отсутствует !/■** Каждая грань гек- 



3) Тетраэдр — правильный чет’ырехгранник, который по¬ 
лучится, ес*зи мы возьмеіі плоскость, пернендикулярнуло 

в дитрйтетраэдрическом и нентагональпо-тритетраэдрическо:^! 
виде симметрии тетраэдро-окт’аэдричеекой сидіметрпческой си¬ 
стемы Грис. 57). 

4) Октаэдр ~ иравилішый восьмигранниіс, получаюінийс^[ 
в дитрйоктаэдрическом, дидодекаэдричееком и пеитагонааыю- 
ті иоктаэдричееком видах си^ііметрии в том ааучае, если діл 
образования простой формы взята грань нерпеіыикулярно 
(рис. 58), 

. 5) Икосюдр — правильный двадцатнгранжик, грани кото¬ 

рого перпендикулярны в обоих видах симметрии икоса- 
эдрической симметі^ической системы (рис*59). 

Каждая грань тетраэдра, ок¬ 
таэдра и икосаэдра —правильг 
ный треугольник* 

Если мы возьмем грань, нер- 
иендикулярпую к двойной осп 
сиэшетрии в одном из двух 
видов симметрии икосаэдри- Рио, 5Э. 
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ческой симметрической систезін, то зш БО^іучизі изоэд[)^ 
имеюищй 80 граней, причем каждая грань будет представ¬ 
лять собою ромб, В виду этого, такой ^многогранник мы 
дюжем да::івать ромбичесішм триаконтаэдром (тридцатш^ран- 
ііиком) (рис* 60}* 

ЕсѵШ мы возьмем плоскость, перпендикулярпую к в дитри- 
оіл'аэдрическом или ііеятагонаіьно-тритетраэд[)ическом виде 



синзіетуши тетраэдро-октаэдрической симметрической сис'гедш, 
то получим двепа,^цатиграппый изоэдр, каждая грань кото¬ 
рого — ромб. Этот изоэдр гюсит название і)омбического 
додекаэдра (рис. 61). 

Названия тетраэдр, гексаэдр, октаэд]), додекаэдр, икосаэдр 
и триакопгаэдр мі^[ будем считать основными, для образоБаіш}г 
пазвавгий всех других ііросткЕХ форм, откосшгщхея к вида.м 
симметрии систем правильных мпогогріінпжков. Ирилагательг 
пое, прибавленное к названию этих основных мпогограЕшиков, 
укажет нам вид грани или способ получения определенного 
зшогограпшка из основного* Числительное, ирибавленное к 
одному из таких основных названий, покажет во сколько раз 
нужно реличить число граней многогранника дтя вывода 
данной простой формы. Приведем несколько призіеров. 

1) Пирамидальный гексаэдр (рис. 62) будет такой много¬ 
гранник, который получится, если шждую грань гексаэдра 
заменить четырехгранной пирамидой с таким условием, чтобы 
ребра гексаэдра сохранились в неприкосвовенпости. Точно 
таким же способом образуются пирамидальные: тетраэдр 
(рис. 63), октаэдр (рис, 64} и додекаэдр ірис. 65}. Из этого 
мы заключаем, что грани пирамидальных простых форм всегда 
равнобедренные треугольники. 
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Рпс. 63. 


Рпо. 64. 


Рпс. 65. 


2) Иентагональцып додека^^др (рис. 66а) — есть двепадцати- 
граииик, у которого каждая грапі» — инти угольник. Этот 
й пятиугольник не правильный, так как в с.іучае, если бы ои был 
иравильпым, ША до.гжиы бы бы.ти на.'шать 




<|)иг\фу просто до- 
дскаод])Ом, без при¬ 
бавления ирилага- 
тельгіого и такая фи¬ 
гура была бы пра¬ 
вильным многогран- 
ітком. 



Рпс. (56. 


Рпс. 67. 


3) Триоктаэдр (рис. 67) представляет собою такую простую 
і|)орму, которая имеет в три рала больше граней, чем октаодр, 
т. е. 24 і'рапи. ота (|)иг\фа может быть получена ив октаодра, 
если замеиить кгіждую грань окта;:»дра тремя гранями, причем 
каждое ребро октаодра заменится двумя ребрами выведенной 
простой формы. В атом случае хил получим изо:»др, каягдая 
грань которого будет чет’ырехугольником в виде диделі>ты. 


4) Дитриоктаэдр (рис. 68) иростая форма 
с 48 гранями, причем каждая грапь неко¬ 
торый косоугольный треуголышк. 

После таких предварительных замечаний, 
относительно номенклатуры простых форм 
икосаэдрической и тетраодро-октаэдрической 
симметрических систем, перейдем к рассмо- 



Рпс. 68. 


трению простых форм этих систем. 


і 
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26. ПРОСТЫЕ ФОРМЫ ТЕТРАЭДРО-ОКТАЭДРИЧЕСКОИ 
СИММЕТРиЧЕСКОИ СИСТЕМЫ. 

Каіх уже было сказано выше, эта система характериэуетеа 
ігрпсутствием 4 

Для вида симметрии 4 ^ дР мы имеем, в ка¬ 

честве простой обиі;ей формы, ди'іриоктаэдр. Кроме того, из 
грани снецигиьпого положения выводятся следующие общие 
(|)орми: 

1) грань .1 — гексаэдр (куб); 

2) ірань Л — октаэдр; 

3) грань ± — ромбичесіній додекаэдр. 

В этом виде симметрии мы имеем две ра:кіичные і’руииы 
илоскостей симметі)ии. 

1) 3 нлоскости, ііроходялціе через четверные и двойные 
оси, но не проходящие через тройные оси симметрии. Ес^іи 
взять грань, перпендикулярную к такой плоскости симметрии, 
го получается простая (|)орма — пирамидальный гексаэдр 
(рис. 62). Эту (І)орму можно также рассматривать, как обра¬ 
зовавшуюся из грани, параллельной одной из но не иер- 
иеидикулярпой ни к одной оси симметрии. 

2) 6 плоскостей симметрии, проходящих через четверные, 
тройные и двойные оси симметрии. 1 рань, иериепдикулярна^с 
к одной из таких плоскостей симметрии, может нам дать две 
простые (І)ормы, в зависимости от своего по.іожеция относи¬ 
тельно ближайших друг к другу осей симметрии М и 

a) пирамида.іьный октаэдр, в том случае, если в простой 
(()орме, между двумя ближайшими и расположено ребро, 
соединяющее концы этих осей симметрии (рис. 64); 

b) триоктаэдр, в том случае, если ребро соединяет концы 
б.іижайших друг к другу и (рис. 67). 

Кроме перпендикулярности к плоскости симметрии, грани 
пирамидального окта:здра и триоктаэдра могут быть охаракте¬ 
ризованы тем, что каждая такая грань ііара.ілельна одной из 
имеющихся в этом виде двойных осей си^гметрии. . 

Д.ІЯ вида симметрии 3 Р^ 4 6. Р^ простой общей фор¬ 

мой будет с.іужить пептагональный триоктаэдр (рис. 69 а): — 
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24-х — гранник, каждая грань которого представляет собою 
пятиугольник. Этот пятиугольник (рис. 96 6) состоит из че¬ 
тырех непараллельных сторон, попарно равных между со¬ 
бой, причем равны друг другу взаимно пересекающиеся сто¬ 
роны. Одна из сторон такой пары пересекается с стороной 
другой пары в вершине, а другие стороны двух пар ргшде- 
лены стороной, не имеющей себе равной. 



Рис. 69. 


Рио. 70. 


Рио. 71. 


в виду отсутствия в этом виде симмеірии іиоскостей сим¬ 
метрии, мы можем всегда образовать два пептагонатьпых 
триоктаэдра, являющиеся .зеркіаьннми изображенияіш один 
другого. Такие простые формы называются! энантиоморфными. 
Все остаіьные случаи частных простых форм этого вида сим¬ 
метрии будут совершенно одинаковы с формами предыдущего 
вида симметі)ии. 

Для вида симметрии 3 І,| 4 Х* 6 Р в качестве пі)ОстоГ! 
общей (|)ормы МН будем имел, дитритетраэдр (рис. 70), 24-х 
іранный изоэдр, все грани которого — косоугольные треуголь¬ 
ники. Кроме простой общей формы мы будем иметііг 

1) гексаэдр, если грань Д_ 14; 

2) тетраэдр, если грань Л. X*; 

3) ро.\ібический додекаэдр, если грань Д. Р и ||Х|. 

Кроме того, мы можем по.іучить две простые формы, взяв 

грань, перпендикулярную п.тоскости симметрии, по не параі- 
лельную Х|: 

a) пирамиджтьный тетраэдр, короткие ребра которого будут 
соединять ближайшие друг другу концы тройных осей, причем 
будут сохраняться и ребра тетраэдра (рис. 63); 

b) тритетраэдр, грани которого — дидельты, а каждое 
ребро соединяет ближайшие концы двойной и тройной оси 
симметрии (рис. 71). 




Простые формы тетраэдро-октаэдрической симметрической системы 91 


Есчіи мы возьмем грань но не тіерпендику-іярную Р, 

I то выведем в качестве простой формы пирамидальный гексаэдр. 

Этим исчерпывается всевозможные простые формы д.ія рас¬ 
сматриваемого вида симметрии. Для вида симметрии 3 Ь- 
X Ь\‘6 Р находим в качестве щіостой общей 
()юрмы дидодекаэдр Грис. 72) — 24-х гранный 
I изоэдр, грани которого особого вида траііецы. 

Кроме простой обп^ей формы мы имеем с.іе- 
дуюіцие частные случаи: 

1) гексаэдр, есѵіи грань 

2) октаэдр, если грань Л_ I»®; 

3) пираішдальпый октаэдр н триоктаэдр, ес.іи 
ірані) перпендикулярна плоскости, проведенной через две 
X,® и не II і*; 

4) ромбический додекаэд)), если грань параллельна плос¬ 
кости, проведенной через 2 і® (в этом случае грань || і®, ле¬ 
жащей в той же плоскости); 

5) пентагопальный додекгщдр, еСчіи грань Р и || Ь-, но 
не перпендикулярна к іыоскости, проведенной через 2 Р® 
(рис. 66 а). 

Каждая грань пенгагопальпого додекаэдра представляет 
собою пятиугольник с 4-мя равны,лш и одной неравной сто¬ 
ронами. 2 угла при неравной стороне равны друг другу; 
кроме того имеются еще два равных угла. Перпендикуляр, 
опущенный из вершины угла, противолежащего неравной 
стороне, па эту сторону, делит этот пяти¬ 
угольник па две симметричные трапецы 
(рис. 66 Ь). ' 

Для вида симметрии ЗР®4Р*, в качестве 
простой общей формы, получаем пентагональ- 
пый тритетраэдр (рис. 73), грани которого 
пятиуго-льники с такой же характеристи¬ 
кой, как и і^ани пентагонального триоіста- 
эдра. Кроме того, имеются сіедующие простые формы: 

1) гексаэдр, если грань ± 2/*; 

2) тетраэдр, если грань І<®; 

3) пирамида-льный тетраэдр и тритетраэдр, ес.іи грань 
перпендику.лярпа плоскости, проведенной через 2 і®; 




Рдс. 72. 
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4) ромбический додекаэдр і если грань нара^осльна I/ я 
илоскости, проведенной через 2//®; 

5) пептагоіі^уіьни& додекаэдр, ес;ш грань параллельна 
—~ перпендикулярна к плоскостн, нроходліцей через 2 ЬК 



27: ПРОСТЫЕ ФОРМЫ ЫКОСЛЭДРИЧЕСКОЙ 
' ' СЮІМЕТРИЧЕСКОИ СИСТЕМЫ. 


.И ч в обоях видах сюімеірни этой системы эш имеем одина¬ 
ковое количество одинаково расиоложенных осей снйоіечі)ия. 

виду этого, нростые і|юрмы, выводлні,иеел из граня, пер¬ 
пендикулярной к одной ш осей симме^жн, буду^г совершенно 
одинаковы для обоих видов симметрии, То*шо так же для обо¬ 
их видов симметрия будут ОнДинаковы и нростые гІ)орм}.г, іім- 
Бодящиеся из граней, параллельных Ь\ а именно три раз- 
,шчнцх шестидесятигранпых изоэдра, Едянетвеиным раз¬ 
личием д)іл этих двух видов симмел’рин будут с.ту'жить про¬ 
стые обище формы, 

.'І^ля вида симметрии ироггой общей фор¬ 

мой будет неіітаголаіыімЭ триикосаэдр (рис. 74), 60-'ги гран- 
ный изоэдр, грани которого — пятиугольники с такой же ха- 
раійсеристикой, каіс и грани иептагоыал[іного лриоктаэдра. 



Простой общей формой для вида симметрии бЬДіоД 
будет служить дитрилкосаэдр (ряс* 75), 12()-ти- 
граинмй изоэдр, каждая грань которого косоугольный тре¬ 
угольник. ,.[ругие нростые формы, общие для обоих видов 
симметрии — следующие: : , . _ . . 
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Додекаэдр, еат грань Ѵ*. 

Икосаэдр, если і^рань Л_ 

Ромбический триаконтаэдр, ес.іи грані» 

Пирамидальный додекаэдр, еаіи грань || и короткие 
ребра треугольных граней соединягот ближайшие концы трой¬ 
ной и пятерной оси симзіетрии, причем сохраняются ребра 
додекаэдра (рис. 65). 

Иирамидальный икосаэдр (рис. 76), если грань Ц и ко¬ 
роткие ребра ())ормы соединяют ближайшие концы и 
В этом случае сохраняются ребра икосаэдра. 




Триикосаэдр Грис. 77), если грань || и ребра простой 
формы могут быть разделены на 2 группы. Каждое ребро 
первой груішы соединяет ближайшие концы двойной и трой¬ 
ной оси, а каждое ребро второй группы соединяет бли¬ 
жайшие концы и В этом случае каждая грань пред¬ 
ставляет собою дадельту. 

Простые формы тетраэдро-октаэдрической и икосаэдри- 
I ческой симметрических систезг в общей сводке представлены 
на таблице Л? 3 и 4. 

28. ВНЕШНЯЯ И ВНУТРЕННЯЯ СИММЕТРИЯ. 

В предыдущем издожении за основу для вывода различных 
простых форм мы приняли определенную комбинацию эле- 
зіентов симметрии, характеризующую данный вид симметрии. 
При такой постановке вопроса мы видели, что одна и та же 
простая фор.ма зюжет быть выведена для ра.зличных видов 
симметрии, и только одни обпще простые формы вполне ха- 
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'ГЛБЛИЦЛ Л- 3. 


Тетраэдро-октаэдрическая спаіметрпческая система 
Общая характеристика системы 4І/* 


Эл мепты 
вида симме¬ 
трии 

ггчь’>\гьчцзр\гціь>вр\гьиічьу 

1 ! . 1 

ЗІ«4І|6І,*9Р 

Расположе- 

Простые общие формы 

вне граней 
форм относи- 
только эле¬ 
ментов 
симметрии 

Пента- 

гональный 

трите- 

траэдр 

Ди¬ 

додекаэдр 

\ 

Дитрпте- 
траэдр , 

1 

Пента- 

гональный 

триоктаэдр 

1 

Дитриоктаэдр 


Тетраэдр 

Окіаэдр 

Тетраэдр 

Октаэдр 


Гексаэдр ^ 

( 

Ромбический додекаэдр 

-^ 

1 

11 

! ; 

ТІентагоналыіый 

додекаэдр 

Пира¬ 

мидальный 

гексаэдр 

Пирамидальный октаэдр, 
если 

д > п|/3 

Ромбический додекаэдр,) 
если отрезки 
по 2Х* равны 

Ромби¬ 
ческий до¬ 
декаэдр,если 
грань X Р 

' Триоктаэдр, если 

д > п |/3 

±ь* 



Гексаэдр 

11 



1 Пирамида.іьный гексаэдр 

X плос¬ 
кости, про¬ 
ходящей 
через 2Х® 

Тритетра- 
эдр, если 
7П>-Ті}/3 

Пирами¬ 
дальный ок¬ 
таэдр, если 

1 ^ !> 

Тритетра- 
эдр, если 
т'^пУъ 

1 

1 

Пирами¬ 

дальный 

тетраэдр, 

если 

т<С.пУѣ 

Триоктаэдр, 

если 

т <С п Уъ 

\ 

Пирами¬ 

дальный 

тетраэдр, 

1 если 
] ш < пУъ 


1 т-отрезок по оси X* 
п-отрезок по оси X* 
д-отрезок по осп X* 
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Икосаэдрпческая симзіетрическая система 

Общая хараятернстияа 10 X® 

Элемеиты видов симметрии 

6Х’ 10 і’ 16 

6і?оІОІ|16Ь*16Р 

Простые общие формм 

Расположение граней 
относительно элементов 
симметрии 

Пентагональный 
три икосаэдр 

Дитриикосаэдр 


Икосаэдр 

± 

Ромбический трпаконтаэдр 

11 X* 

Пирамидаіьный додекаэдр, если 
ру> т * сов 31 ^43'07" 

Пирамидальный икосаэдр, если 
« > т ’ сов 20'’64'21" 

Триикосаэдр, если сов 37“22' 32" 

Хі'‘ 

Додекаэдр 


Примечание: 

т- отрезок по 
и- „ „ 

Р- „ „ 
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рактеризуш’ данный вид снимстрии. В виду этого, каждый 
вид симметрии мы называем по названию его простой об¬ 
щей формы. С другой стороны, если нам дана какая-нибудь 
нростая форма, то мы всегда зюжем онредедить ее сизіме- 
трию но внеишему виду этой формы, обращая внимание на 
вид граней и их взаимное расноложение. 

При таком определении, прежде всего необходимо реіііиті> 
вопрос, не будет .ли одна грань данной (Іюрмы совмелщт]>ся 
с другой гранью той же формы при помощи враіцения во¬ 
круг некоторой оси, которая и будет осью симметрии. Ко¬ 
личество граней, совмещающихся друг с другом нри пово¬ 
роте вокруг такой оси на 360®, даст наименование этой оси 
симметрии. Точно так же необходимо определить, не будет ли 
одна грань (|)ормы являться зеркі\іыіым изображеппем другой 
грани той лее (})Ормы, причем такая связь между гранями будет 
осуществляться при номощи некоторой плоскости симмсті)ии. 

Найдя все элементы симметрии но внешнему виду данной 
формы, мы в результате нолучим некото])ую совокупность эле¬ 
ментов симме'грии, чем и опреде.лится в свою очередь и са¬ 
мый вид симметрии фигуры. 

Так как этот вид симметрии определен но внешнему виду 
фигуры, то мы его будем называть внешней симметіиіей 
данной <|)игуры, в отличие от ее внутренней симметрии, ко¬ 
торую мы можем определить дія геометрических фигур только 
в том сл)^ае, если нам предварительно даны все элементы 
симметрии данного вида, не выводящиеся друг из друга. 

Таким образом, внешняя симметрия куба будет 
6^^9Р, а его внутренняя сим.меті)ия может быть такой Лѵо, 
как и его внешняя симметрия, по кроме того он может от¬ 
носиться и к ісалідому из остальных четырех видов симме¬ 
трии теіраэдро-октадрической симметрической системы. 

29. КОМБІШАЦИИ ПРОСТЫХ ФОРМ. 

В нредыдущем из.іожении было обрапі.ено вігамапие исклю¬ 
чительно только на пространственные геометрические фигуры, 
представляюнще собою простые формы, т. е. такие (|іигуры, 
которые получаются из одной грани, благодаря ее повторе- 
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ПИЮ вследствие присутсіъия определепной комбинации эле¬ 
ментов симметрии. 

Кроме таких простых форм, мы можем представить себе 
совокупность граней, образуюлщх пространственную фиг^фу, 
причем все грани такой фигуры уже нельзя будет вывести 
из одной данной грани, какую бы комбинацию элементов 
симметрии :^іы пи взя.лн. Такие фигуры могут быть полу¬ 
чены только путем повторения нескольких граней раз.лич- 
ного положения отпосичельно данных элементов симзіетрии. 
Б виду того, что каждое положение плоскости относите.іьпо 
элементов симметрии определяет некоторую простую форзіу, 
мы увидим, что фиілфа, выведенная из п плоскостей различ¬ 
ного положения относительно данных элезіентов сюіметрии 
будет состояті» из п простых форм, или будет представлять 
собою комбипацию п простых (|)орм. 

Мы видели, что простые (| 1 ормы могут быть замкнутыми, т. е. 
таішмп, которые представляют сами по себе некоторый опре¬ 
деленный многогранник, как например, все простые формы 
симметрических систем, характеризуіоіцихся присутствием не¬ 
скольких 'і’ройных осей симзіетрии; и незамкнутыми, как на¬ 
пример, пинакоид, приз.мы, ппрамиды и т. д. іісно, что одна 
незамкнутая простая форма не молсет образовать многогран¬ 
ника и, каждый ра:}, когда такая форма появляется па мно¬ 
гограннике — этот ^гпогограішик будет представлять собою 
комбинацию, по зіепыііей мере, двух про¬ 
стых форм. Конечно, 
возмолшы козібина- 
іцт трех, четырех и 
т. д. простых форм. 

На рис. 78 изобра¬ 
жена комбинация 
следуюіцих простых 
і|)орм: двух пинакои- 
дов и двух ромби¬ 
ческих призм. Эта 
комбинация отно¬ 
сится к ромбопризматическому виду симмзтрии дигональной 
симметрической системы. На рис. 79 изображен многогран- 

12: КРИСТА.ЧЛОГРАФИЯ 7 
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ПИК дитриоктаэдрического вида симметрии, представляющий 
собою комбинацию ромбического додека:)дра, триоктаэдра и 
дитриоктаэдра* 

30. ВЕЛИЧИНА СИММЕТРИИ. 

Мы видим, что из данной комбинации элементов симме- 
ірии и одной произвольно взятой плоскости, мы мо;кем вы¬ 
вести некоторую простую ([юрму. Для того, чтобы вывести 
простую общую форму для данного вида спмме'грии, необхо¬ 
димо взять плоскость, расположенную косо по отношепию 
ко всем данным элементалі симметрии. Ко.іячес'гво граней в 
каждой простой общей форме находится в непосредственной 
зависимости от тех элементов симметрии, которые юіеются в 
данном виде симметрии. 

Еаіи мы имеем некоторую ось симметрии і”, то, благо¬ 
даря присутствию этой оси, каждая данная грань, располо¬ 
женная косо по отпопіепию к і”, повторится п — І раз и 
общее число граней, в выведенной простой общей форме, 
будет 1 + (п — 1) = п. Еслга нам дано N осей симметрии 
наименования п, т. е. то количество граней, получаю¬ 
щихся из одной, будет 1 + N(п — 1). Таким образом, если 
у нас имеется N^\ и т. д., то общее количество 

граней в простой обіцей форме будет: 

5 = 1 4- (п — 1) + Р - 1) + (2 - 1) -Ь • • • 

Если в данной комбинации элементов симметрии имеются 
плоскости симметрии, то общее количество граней в простой 
общей форме удвоится, так как из калѵдой грани получается 
две, благодаря отражению в плоскости симметрии. Есш вид 
симметрии характеризуется присутствием только одной оси 
сложной симметрии определенного наименования и не со¬ 
держит больше никаких элементов симметрии, то количество 
граней, в простой общей форме, будет равно наименованию 
этой оси, как оси сложной симметрии. Количество граней 8, 
в простой общей форме, носит название величины симметрии 
данного вида симметрии. 
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31. ПОЯСА МНОГОГРАННИКОВ. 

Рассматривая взаимное расноложение граней симметри¬ 
ческих многогранников, мы видим, что очень часто, в осо¬ 
бенности если многогранник представляет собою комбипаіщю 
неско.іьких нростых фор:\і, некоторая часть граней много¬ 
гранника пересекается мелѵду собой в параллельных ребрах. 
Совокупность граней, нересекаіопщхсл между собой в па¬ 
раллельных ребрах, вообще, пшшвается зоной, или поясом 
граней. Направление, параллельное ребру пересечения граней 
нояса паіпігвается его осью. Пояса граней называются пер¬ 
вичными в том аіучае, если все грани, 
данного нояса пересекаются в действи¬ 
тельно имеющихся па зшогогранпике 
ребрах. В виду зтого, первичный пояс 
граней состоит из некоторого числа 
граней, аіедующих непрерывно одна 
за другой. На рис. 80 представлена 
комбинация куба и октаэдра, причем 
все ребра граней, входящих в состав 
одного из первичных поясов такого многограшінка, изобра 
;кены более толсты^іш линиями. 

Кроме первичных, на многогранниках могут быть и в'го- 
ричные нояса, т. е. также пояса, грани которых уже не все 
пересекаются друг с другозг, благодаря разделению частей 
пояса гранями других поясов. Вообще говоря, гі)апи вторич- 
ішх поясов, только в том случае будут все нересекатьсіі 
друг с другом в наратлельных ребрах, если мы выбросим 
все другие грани многогранпиіѵа и оставим то.іько грани 
рассматриваемого, вторичного пояса. Каждая грань одного 
из таких вторичных поясов отмечена па рис. 80 крестиком. 

Совокупность ребер многогранника, лежащих в одной плос¬ 
кости называется ребровой зоной или поясом ребер. Ребро¬ 
вой пояс згожет быть также первичным, если все ребра дан¬ 
ного пояса образуют на плоскости некоторый многоугольник. 
Вторичные пояса ребер не образуют замкнутой плоскостной 
фигуры, а представляют собою некоторую ломанную линию 
или несколько отдельных отрезков прямых. 



7 
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32. ДЕФОРМАЦИИ СШІМЕТРИЧЕСКИХ 
МНОГОГРАННИКОВ. 

При выводе раіііичных простых форм, во^шожпых для дан¬ 
ного вида симметрии, мы ввели определенное условие. Это 
условие заключаюсь в том, что плоскость, которую мы брали 
для образования определенной простой формы не доллсна была 
проходить через центр симмет])ии, а также не должна была 
совпадать с осью или с плоскостью симметрии. При соблю¬ 
дении этих условий, мы иолучи.іи в качестве простых (1)орм 
некоторые нрострапственпые фигуры, причем д.чя целого 
ряда таких форм мы имели замкнутые поверхности — много¬ 
гранники. 

Если нам дан какой-нибудь вид симметрии, то мы можем 
образовать простую форму, если возьмем илоскості» и не удо- 
влеіворяюіцую, то.іько что уномянуты.ми УС.ЮВИЛМИ, так каі^ в 
понятие простой формы зти условіыг совершенно не входят. 
Таким образом, мы имеем возможпостыюлучать простые формы, 
взяв для их образования іьюскость, проходяні,ую через центр 
симметрии, И.ТШ, в случае отсутсівия центра, совнадаюш.ую с 
осью или плоскостью симме^грии. При таком образовании про¬ 
стой формы мы уже не получим многогранника и выведенная 
простая форма будет’ представлять собой, вообще, иучек плос¬ 
костей, пересекающихся в одной тючке. Аналогичный иучек 
плоскостей мы получим, если перенесем всеі’рани и ребра, дан¬ 
ного симметрического многогранника параоелыю самим себе 
до пересечения их в одной точке. При таком перенесении 
граней и ребер параілельпо сазіим себе до пересечения их 
в одной точке, все злемепты симметріт данного вида сохра¬ 
няют свое значение и положение, а потому превращение 
симметрического >шогограншнса в пучек граней и ребер, при 
помощи паряілельного их перемещения, мы можем назвать 
деформацией без понижения симметричности. 

Рассмотрим теперь такие деформации выпукіых :чиого- 
грапников с плоскими іфапялш, произведя которые, мы полу¬ 
чим опять некоторый многогранник с тем же количеством 
плоских граней и ребер, какое было в измененном много¬ 
граннике. Такие деформации называются іюмогенными, при- 
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чем всякая совокупность прямых н плоскостей в простран¬ 
стве, претерпевшая гозіогенную деформацию, будет характе¬ 
ризоваться следующими признаками. 

a) Все прямые линии, взятой совокупности, останутся пря¬ 
мыми и шсіе гозюгешой деформации. Прямые, равные и 
параллельные остаются такими же и поане деформацші. 

b) Плоскость, подвергнутая гомогенной деіфорзіащш оста¬ 
ется плоекоетью. 

c) Два равных и паратле^^льпых плосішх миогоугольтшка, 
после гомогенной деформации остаются равными и параллеліі^ 
ными друг другу. 

Вообіце, гомогенная деформация может быть определена 
как некоторое растяжение* РастяжеЕиези называется такое 
изменение данной фигуры, при котором только одна плос¬ 
кость, называемая шіоскостыо растяжетжя, сохраняет свое ігер- 
вонача.іъное положение; все другие, парахіельные ей плос¬ 
кости перемеіцаются в некотором наііііавлепии, пазываезіом 
паправлепиезі растяжения па вежвины, лропордиональные 
их расстояниям от плоскости растяжения. Путь, который 
проходит іѵакая-Еибудь точка плоскости, иаходяпщйос па 
расстоянии равном: единице от плоскости растяжения будег 
іірязіой линией, нарахіельной палравлеыию растя;кения. 

.Мы згожем различать разные виды растяжений, смотря по 
тому, какой угол образует направление растяжения с перпеп- 
дикулярозг к плоскости растяжения. 

1) Есж натфавленне растяжения совпадает с перпепди- 
кулярозс к плоскости растяжения, то зіы нзіеем прямое рас- 
тяніевне. Величиной прязюго і)астігжеЕия згы на::іываез[ от¬ 
ношение расстояний некоторой плоскости, параллельной пло¬ 
скости растлжелия до и после дефорз[ацнн. Если это отно¬ 
шение больше 1, то дефорзшцию называют положите.! ьншг, 
или собс'гвенио растяженнезк если же ото отношение з[ень- 
те 1, то зш имеезі отрицательное растяжение, или сжатие. 

2 ) Еелж направление растяжения и иердепди 1 ^^ляр к пло¬ 
скости растяжения образуют некоторый косой угол, то мы 
будем из[еть косое растя;кепнс. 



102 


Начала учения о симметрии 


3) В случае, если направление растяасения нараллелыю 
плоскости растяжения, ліы будем изіеть гомогенную дефор¬ 
мацию, называемую сдвигом. 

Таким образом, сдвигом фигуры называется такое ее из¬ 
менение, при котороаі неподвижной остается только одна 
плоскость, называемая плоскостью сдвига. Все плоскости, 
параллельные плоскости сдвига^ перемещаются в саіііих себе 
по некоторому направлению, называемому направлением 
сдвига, на величины, прямо ііроігорциона.льпые их расстояниям 
от плоскости сдвига. 

Величиной сдвига мы будем называть путь, пройденный 
во время деформации іѵакой-нибудь точкой, находящейся от 
плоскости сдвига на расстоянии равном единице. 

Из самого определения гомогенной деформации мы видим, 
что пос.іе растялѵений и сдвигов количество граней много¬ 
гранника, подвергнутого деформациям, не изменяется. 

Ес.ш мы подвергнем прямому растяжению какой-нибудь 
симметрический многогранник, іх) все элементы симме¬ 
трии этого многогранника, перпендикулярные плоскоеі’и 
растяжения, останутся без изменеітя. Іісе оси симме'грии 
четного наименования, перпендикулярные напі)авленяю рас- 
тяя:ения, останутся па своих местах и превратятся в двой¬ 
ные оси симметрии. Оси симметіши нечетного наименования 
исчезнут. Плоскость симметрии, перпендикулярная к направ¬ 
лению растяжения, сохранит свое значение плоскости симме- 
^)ий и в деформированной фигуре. Все другае элементы 
симметрии, распололгеппые косо по отношению к плоскости и 
оси прямого растяжения, совершенно исчезнут. 

В случае сдвига симметі)ичной (|)игуры, сохраняются тол!>ко ^ 
два элемента симмет])ии: 1) плоскость симметрии, перпендику¬ 
лярная плоскости сдвига и параглельнігя его направлению и 
2) ось симметінш четного наименования, находящаяся в 
плоскости, перпендикулярной направлению сдвига и параі- 
лельпал плоскости сдвига. Такал ось си.Агметі)ии превраща¬ 
ется после сдвига в ІЛ 

Таким образом, подвергая данную симметричную фигуру 
гомогенной деформации, мы, вообще говоря, можем понизить 
сйммеч’рию фигуры. Приняв во внимание такую возмолсность 


і 
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понижения снмметрви фигуры при помотіцт гомогенной де¬ 
формации, мы можем рассматривать иодтененность одних ви¬ 
дов симметрии другим с тотіш зрения возможности вывода 
одной симметричной (|щгуры из другой, обладающей более 
высокой симметрией, при иомошд определенной дег|юрмации 
ОТОЙ последней фигуры- 

Рассмотрим, с ОТОЙ точки зрения, вопрос о превращении 
правильного гексаэдра в некоторые нарадлелеішнеды с мень¬ 
шим ко.'інчеством элементов симметрии- Как известно, внеш¬ 
няя симметрия гексаэдра будет 

Ес-ш мы подвергнем гексаэдр прямому растя/кенито ио одной 
ив чеі’верных осей сим^іетрии, то, в результате, получим комби¬ 
нацию тетрагональной призмы и нннакоида, которая по своей 
внешней симметрии будет относиться к дитетрагода пьно-дн- 
ігарамидалі)НОму виду симметрнн тетрагонаіьмой сим^іетри- 
ческой системы, т- е. будет иметь: (Рис. 81), 



Рнс- М- 


Если мы произведем нрялше растяжение куба но одной 
из четырех то в результате получим ромбоэдр, который 
по внешней сизшетрии будет относиться к дигексагонаіьно- 
ска^іеноэдрическому виду симметрии, т. е. будет иметь: 
(Рис- 82). 

Если нроизвести прямое растяжение куба но одной из 
то по-іучаетея козібипация ромбической призмы и нинакопда 
ромбо-диітирамндального вида, т. е. такая комбинация, кото¬ 
рая но впепшей симметрии будет иметь: (Рис* 8В). 
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Ііодвергпув куб сдвигу, направление которого будет ле- 
Иѵать в одной из Плоскостей симметрии этой фигуры, ирн- 
чем эта плоскость будет перпендикулярна к плоскости сдвига, 



мы по.тучизі комбинацию из пинакоида и ромбической ' 
приг.мы ромбо-призматического вида дигопальпой системы, 
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т. е. комбинацию, характеризующуюся присутст’вием Ь^Рс 
Грис. 84). 


>■ 



Ііриняв за плоскость сдвига некоторую плоскость, располо¬ 
женную косо по отношению ко всем элементам симмсугріт 
куба, мы получим комбинацию из трех пинакоидов пипа- 
коида.іьного вида моногональной симметрической сист'емы, 
характеризующуюся присутствием единственного элемента 
симметрии — центра обратного равенства. 

Взяв комбинацию гексагональной призмы и нинакоида, 
имеющую внешнюю симметрию вида мы можем 

нолучить из нее, при помощи прямого растяжения по одной 
из комбинацию двух пинакоидов и ромбической призмы 
вида З/^-ЗРс по (*воей внешней симмет])ии. (рис. 85). 



При помощи сдвига, направление которого будет нахо¬ 
диться в одной из плоскостей симметрии взятой комбинации, 
причем плоскость сдвига будет, в свою очередь, перпендику- 










































106 


Начала учения о оиммегрии 


лярпа к этой плоскости симметрии, мы превратим комбина¬ 
цию гексагональной призмы и пинакоида в комбинацию двух 
ііинакоидов и ромбической ириззш вида симаіетрии Ь^Рс 
дигопальной симметрической системы (рис. 86). 



Наконец, применяя сдвиг косого по.иожения но отношению 
ко всем элементам симметрии взятой гексагона.іьиой комби¬ 
нации, получаем комбинацию 4-х пипакоидов вида симметрии 
с моногональной симметрической системы. 
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